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De  balans  is  algemeen  bekend  als  het  werktuig,  geschikt  lot  het  onderzoek  van 
de  zwaarlen  der  ligchamen,  het  werktuig,  waarmede  men  Aveegt.  Hare  uitvinding 
dagteekent  reeds  van  eene  zeer  hooge  oudheid,  en  haar  beginsel  is  inderdaad  van  eene 
groote  eenvoudigheid:  een  hefboom  met  twee  gelijke  armen,  ziedaar  eene  balans.  — 
Ligchamen  van  gelijke  zwaarte,  aan  de  uiteinden  dier  armen  opgehangen,  moeten  den 
hefboom  in  evemvigt  houden:  bestaat  dit  evenvvigt  niet,  dan  zijn  zij  niet  even  zwaar.  — 
Hoe  eenvoudig  dit  beginsel  echter  ook  wezen  moge,  zoo  zijn  er  in  de  toepassing 
toch  verscheidene  omstandigheden,  die  het  Avegen,  wanneer  men  eene  groote  naauw- 
keurigheid  verlangt,  tot  eene  kunst  maken,  en  evenzoo  het  vervaardigen  van  balansen. 
Van  lieverlede  zijn  dan  ook,  zoo  in  het  eene  als  andere,  verbeteringen  uitgedacht  en 
daargesteld,  met  het  gevolg,  dat  thans,  wanneer  men  alle  naauAvkeurigheid  avü  in 
acht  nemen,  geen  stofje  aan  de  Aveegschaal  mag  venvaarloosd  worden.  Tot  heden 
beschouwde  men  (zoo  ver  ik  Aveet)  bij  de  theoretische  behandeling  van  de  balans, 
getrouw  aan  het  eerste  denkbeeld,  dat  werktuig  als  in  rust,  Avanneer  op  eene  eenvou¬ 
dige  wijze,  uit  de  vergelijking  van  de  statische  momenten,  de  voorwaarden  van  het 
evenwigt  gevonden  Avorden.  —  Bij  deze  Avijze  van  beschouAven  gaat  men  echter  van 
eene  onderstelling  uil,  die  nimmer,  althans  bij  goede  gevoelige  balansen,  geheel  be- 
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waarheid  wordt.  Hoe  voorzigtig  toch  de  wegingen  volbragt  worden,  nimmer  zal  het 
juk  of  de  schalen  tot  volkomen  rust  geraken;  kleine  slingerende  bewegingen  blijven 
altijd  overig,  en  het  blijft  de  vraag,  welken  invloed  die  kleine  bewegingen  op  de 
bepaling  van  het  gewigt  hebben.  Daarenboven  is  ook,  bij  Avegingen,  een  volko¬ 
men  stilstand  van  het  juk  geenszins  doeltreffend;  want,  daar  zulk  eene  rust  niet 
plaats  kan  hebben,  dan  na  een  aantal  slingeringen,  en  dan  alleen  ten  gevolge  van 
de  tegenstanden  der  wrijving  en  van  de  lucht,  zoo  zoude  het  immer  onzeker  zijn, 
of  de  balans  wel  tot  het  juiste  punt  van  evenwigt  gekomen  was.  Dit  te  onderstellen 
zoude  zelfs  eene  onwaarschijnlijkheid  bevatten,  omdat  de  hoeveelheid  beweging  uit¬ 
geput  moet  zijn,  vóór  nog  het  juk,  bij  zijne  laatste  beweging,  tot  het  punt  van 
evenwigt  gekomen  is.  —  Het  is  mij  alzoo  voorgekomen,  dat  eene  theoretische  be¬ 
schouwing  der  balans,  zoo  als  zij  bij  het  wegen  werkelijk  voorkomt,  dat  is  in  be¬ 
weging,  den  aard  van  dat  nuttige  werktuig  welligt  nader  zoude  kunnen  doen  ken¬ 
nen,  dan  eene  beschouwing,  die  alleen  de  statische  momenten  tot  grondslag  heeft. 
Wij  zullen  ons  hierbij  echter  beperken  tot  het  geval,  dat  de  middelnagel  der  balans 
op  een  vast  vlak  rust,  zoowel  omdat  in  dit  geval  de  uitdrukkingen  eenvoudiger  zijn, 
dan  voor  het  geval  dat  de  middelnagel  in  eene  schaar  hangt,  die  ook  aan  de  be¬ 
weging  deel  neemt,  als  omdat  de  meest  naauwkeurige  balansen  met  vaste  steunvlakken 
onder  de  middelnagels  worden  vervaardigd.  Ook  zullen  wij  nog  aannemen,  dat  de 
bewegingen  slechts  in  één  vlak,  dat  waarin  het  juk  slingert,  plaats  hebben. 
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Van  C 

Van  A 

Van  B 

Van  m 

Van  m' 

Van  m" 


Grootheden  in  de  figuur  voor  gesteld. 


Coördinaten. 

(  OM  —  V 

'  (  MC  =  q 

f  O  B  =  p  -f  p' 

(RA  =  q  -f-  q' 

(  O  K  =  p  +  p" 

(KB  —  q  -\-  q" 

(OP  =  p  -f  w, 

■  t  PM  =  q  +  y, 

(ON  =  p  p'  x , 

j  Nm'  =?  +  ?'+  y5 

j  O  I  ==  p  +  P'  +  *3 

(  1  «*"  =  q  +  q'  +  Vs 

Hoeken. 

31  C  D  —  T  C  E  =  q> 

F  A  S  =  q>' 

HBU  =  q." 
in  C  D  =  i 
rn'AF  =  V 
m1'  B  H  =  V' 

DGA  =  90°  +  « 
DCB  =  270°  —  « 


0  R— 0  M 

=  — 

RM  =  p' 

R  A— M  C 

= 

q' 

0  K— 0  M 

= 

MK  =  p" 

K  B— M  C 

q" 

OP— OM 

= 

MP  =  xx 

P  rn — M  C 

!/i 

ON-OR 

= 

& 

N  tri — R  A 

Vi 

01— OK 

= 

K  I  =  tv3 

I  rn" — K  B 

= 

Lijnen.' 

AC  =  BC 

=  a 

AF 

=  h 

BH 

=  h' 

C  m 

=  V 

A  rn' 

=  V' 

B  m" 

=  v" 

Ontwikkeling  der  differentiaal  for muien  voor  de  beiveging  eencr  balans 


Laat  ACBHF  eene  balans  voorstellen  in  een  harer  standen  van  beweging;  G  het 
steunpunt  van  bet  juk;  A  en  B  de  hangpunten  der  schalen;  G,  F  en  II  de  zwaarte» 
punten  van  het  juk  en  der  schalen  met  de  belastingen  te  zamen;  in,  m‘,m"  massieve 
punten  weder  van  het  juk  en  van  elke  der  beladen  schalen.  Kiezen  wij  nu  twee 
onderling  regthoekige  lijnen  OX  en  OY,  de  eerste  horizontaal,  de  tweede  vertikaal, 
in  het  vlak  van  beweging  der  balans,  tot  Coördinaat-assen,  en  O  tot  oorsprong  der 
Coördinaten.  —  Wij  nemen  de  rigting  OX,  van  de  regter-  naar  de  linkerzijde  als 
positief  voor  de  absissen,  en  de  rigting  OY,  van  boven  naar  beneden,  als  positief  voor 
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de  ordinaten  aan.  —  Laat  x  en  y  de  Coördinaten  van  eenig  punt  m  van  het  juk  zijn, 
x'  en  y‘  die  van  eenig:  punt  m'  van  de  schaal  F,  x"  en  y"  die  van  eenig:  punt  m“  van 
de  schaal  H:  dan  hebben  wij,  volgens  het  grondbeginsel  der  virtuele  snelheden  en 
dat  van  d’Alembert, 


ö# 

Tt 

8  x 

+ 

2  m  [8 

<yy 

—  <j8t)  Sy 

8x' 

8  t 

8  x‘ 

+ 

2  m'(d 

8y' 

—  y8i)  8  y'  .  . 

■  (1) 

8x" 
ö  t 

Sx" 

+ 

2  tn"(8 

8y" 

8t 

—  g8t)  öy“ 

In  deze  uitdrukking  is  g  de  dubbele  lengte,  welke  een  vrij  vallend  ligchaam  in 
de  eerste  secunde  van  zijnen  val  doorloopt.  Laat  de  ordinaten  van  het  punt  C  zijn 
p  en  </,  van  het  punt  A,  p  -{-  p  en  q  -f-  q\  en  van  het  punt  B,  p  -f-  p“  en  q  +  q“i 
voorts : 

a>  =  p  xl  ,  y  =  q  +  y1 

x'  =  p  -\-  p'  x2  ,  y'  =  q  +  q'  -{-  y, 

*"  =  v  +  v"  4-  ^3  >  y"  =  q  +  q"  +  Vz 

dan  is,  vermenigvuldigende  met  8t- 
0  =  2  m  ö2  xx  8xx  -f  2  m  (81  y,  —  g8l2)  <5y, 

+  s  ra'  (d2  p'  +  i>2  x3)  ( Sp '  -f  Sx%)  +  E  m'  (d1  q'  +  J2  y3— ydt2)  (3  </'  +  Syt) 

+  s  m"  @2p"+  ï>2  XS)  (Sp"  +  Sx,)  +  X  m"0>  f  +  d2  y3-yèl>)  ( Sq"+  Sy3)...  (2) 

Het  is  ligt  te  zien,  dat  bij  de  beweging  der  balans  p\q\p‘\q' ',  xt  en  y ,  veran¬ 
deren  met  den  hoek  TCE  of  MCD,  welken  de  tong  der  balans  met  de  vertikaal  maakt, 
dat  is  met  de  helling  van  het  juk:  zij  deze  hoek  TCE  voorgesteld  door  qp.  x 2  en  y2, 
x3  en  y3  veranderen  met  de  stellingen  der  schalen  F  en  H.  Laat  AF  en  BH  lijnen 
zijn,  die  door  de  hangpunten  A  en  B  en  door  de  zwaartepunten  der  belaste  schalen 
getrokken  zijn,  en  zij  ./  F  AS  =  qp',  ^/_  HBU  =  qp";  dan  veranderen  x2  en  y2 
alleen  met  den  hoek  qp';  x3  en  y3  alleen  met  den  hoek  qp".  Hieruit  volgt,  dat  de 
bovenstaande  vergelijking  in  drie  andere  vergelijkingen  kan  gesplitst  worden,  te  weten, 
eene  voor  het  juk,  en  voor  elke  schaal  nog  eene.  Deze  drie  vergelijkingen  worden 
ligt  gevonden  door  de  variatiën,  die  van  de  hoeken  qr,  qp'  en  qp"  afhangen  en  van 
elkander  onafhankelijk  zijn,  af  te  zonderen.  Dus  doende  vindt  men: 
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O  =  £  m  d 2  x  j  -j-S  m  d2  yxdyx 

4  £  m'  (d2p'  4  da#2)  <ï/>'  4  £  w'  (c)3*/'  4  d2y2)  00' 

4  £  m"  (d2p"  4  d2xz)  dp"  +  £  m"(è2<7"4  d2yz)  dq" 

—  gdt2  (£  m  dyx  -j-  £  m'  dq'  -j-  £  ?n"  (J^r")  (3, 

O  =  s  wt'  (è2p'  4  d2  x2)  5#2  4  2  m'  (ö2  q'  -{-  ö2  y2)  tfy2 — gdt2  £  »w'  <Sy2  (4) 
O  =  £  m"  (d2p"  4  d2^)  <5^3  4  2  »*''  (d2q"  4-  c>2  2/3)  öi/3  —  J^/2  2  »i"öf/3  (5) 

Merken  wij  nu  op  de  volgende  wel  bekende  betrekkingen,  te  weten: 
dxx—yxd<p,  8yx—  —  xx  dep,  dp'—q‘  dep,  dq'= — p' dep,  dp"—q"  dep,  dq"= —  p"  dep, 
dx2  —  yz  dep',  dy2  =  —  x2  dep',  d x z  =  y3  d  ep",  dyz  =  —  xzdep", 

dan  worden  elke  der  vergelijkingen  (3),  (4)  en  (5)  naar  volgorde,  deelbaar  door  d<p, 
d<p‘  en  dp",  en  gaan  over  in: 

o  =  2  w*  (yx  d2  xx  —  xx  d2  yx) 

4  (tf'd2  p‘  —  P'd2  q‘)  2  m'  4  (q“d2  p" — p"d2  q ")  2  m“ 

4  q'  2  m'  d2  ®2  —  p'  2  m'  c)2  y2  4  q  2  m  ‘  d2  ^3  —  p" 2  m“  ü2  y 3 
4  gdt2  2  (mx ,  4  m'  p'  4  m " P ") 

0  =  2  m'  ( y2  d2  x2  —  x2  d2  y2)  4  c)2  P'  2  m‘  Vi  —  d2  q'  2  m'  x2  4  gdt2  2  m'  x2 
0  =  2  in"  (y3  d2  x3  —  xz  d2  yz)  4  d2  P"  2  »*"  yz  —  d2  q“^m" x3  4  gdt2  2  m"  x3 
Zij  nu  2  m  =  G,  de  massa  van  het  juk, 

2  m‘  =  Q,  de  massa  van  de  beladen  schaal  F, 

2  m"  =  Q(,  de  massa  van  de  beladen  schaal  H; 

voorts  CG  =  b,  de  afstand  van  het  steunpunt  der  balans  tot  het  zwaarte¬ 
punt  van  het  juk, 

AF  —  h  )  de  afstanden  van  de  hangpunten  A  en  B  tot  de  zwaarte- 
BH  =  h‘  j  punten  der  beladen  schalen, 

AC  =  BC  =  a,  de  lengte  van  de  armen  der  balans, 
en  ABC  =  ^/_  BAC  ==  «,  het  halve  «upplernent  van  den  hoek,  dien  de  armen 

onderling  vormen: 


2  m  xx 

—  G.  b.  Sin.  ep 

2  m'  x2 

—  Q.  h.  Sin.  ep ' 

,  2  m‘y2 

=  Q  h  Cos.  ep', 

2  m"  x% 

—  Q'.  h‘.  Sin.  ep" 

>  *m"yz 

=  Q'  h'  Cos.  cp‘ 

2  m' p' 

—  Q*  p' 

,  2m"p" 

—  Q  •  p" 

dan  is: 
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/;'  —  a  Sin.  cc  Sin.  cp  —  a  Cos.  cc  Cos.  cp,  q'  =  a  Sin.  <x  Cos.  cp  -j-  a  Cos.  u  Sin.  cp] 

p"  —  a  Sin.  u  Sin.  cp  a  Cos.  «  Cos .  p,  q“  —  a  Sin.  «  Cos.  y  —  a  Cos.  u  Sin.  q; 

alzoo  : 

2  f tn  x  j  m'  p'  m"  p"  }  —Gb  Sin.  cp  Qp  -j-  Q' p" 

—  Gb  Sin.  cp  4"  (Q  Q  )•  a  Sin.  cc  Sin.  cp  —  (Q —  Q')  a  Cos.  cc  Cos.  <j> 

—  {  G  b  -f-  (Q  +  Q  ).  (i  Sin.  u  }  Sin.  cp  —  (Q — Q')  a  Cos.  a  Cos.  v? 

Zij  M2  =  {  Gb  -f  (Q  -f  Q')  a  Sin.  «  }2  +  (Q  —  Q')2  «2  Cos.2  « 

(  Q  —  Q')«  Cos.  cc 

en  Tang.  P  — . . . (6). 

GZ»  +  (Q  -j-  Q‘)aSin.  cc 

dan  is  P  de  doorslag  der  balans  voor  liet  overwigt  Q —  Q'in  de  schaal  F,  en  M  een 
klein  moment,  te  kleiner  naar  gelang  de  gevoeligheid  der  balans  grooter  is,  dat  is 
naarmate  voor  dezelfde  waarde  van  Q  —  Q',  P  grooter  wordt.  —  Door  de  invoering 
van  M  en  P  hebben  wij  dan: 

2  {  m  xl  -{-  m‘  p'  -j-  m“p“  }  =  M  Sin.  (cp  —  ƒ?)  ; 
en  vervolgens,  door  ook  de  overige  uitdrukkingen  in  te  voeren : 

0=2  m  (y1  y  .t,  —  xx  y  y,) 

4-  ( q '  V-  p'  -p'y  q'l  Q  +  (</"  ö2  P"  —  P"  y  q").  Q' 

+  q'-  ï)2  2  m'  x2  —  p'  y  2  m'  y2  -{-  q"  d2  2  m"  xz  — p"  y  2  m"  yz 
-f  g^l2.  M  Sin.  (cp  —  p) 

0=  itn'  (y2y  cc2 — x2  <)2  yj'f'c)2  P'-  Q  b  Cos.  cp'  — <)2  q' •  Q  b  Sin.  cp'  -{-ydt2.  Q  h  Sin.  cp ' 

0  =  2 m"(yz  y.x 3  — xz  b2  y3)  +  c)2  p Q'  b'  Cos.  cp"- — ö2  q"-  Q'  b'  Sin.  cp"  -{-g^it2 .  Q'b'Sin.cp" 

Maar,  gelijk  bekend  is,  heeft  men: 

y,  y  ,C,  —  a?,  yyt  =  (^,2  -f  y,2)  d2  cp,  q'yp'  —  p'yq'  =  (p'2  -f  ?'2)  ö2  f, 
q"  y  P"  -  p"  y  q"  =  i p"2  +  q"2)  c>2  cp 

dat  is,  wanneer  wij  de  lijn  C  rn  =  k7  % y  4-y,2  —  v  stellen,  en  omdat  p'2  q'2  = 

p"2  4-  q" 2  =  a2  is: 

?/i  y  xi  —  xi  c>2  Vi  =  .  y  (p  ,  q'  y  p' — p'  y  ?'.=  qu  y  pn — p"  02  q"= a2.  o 2  cf 

en  evenzoo,  wanneer  wij  x22  y 22  —  v,2,xz2  -}-!/j2  ==v"2  stellen, 
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xi — x2  d2  y2  —  v'2.  c)2  qp'  ,  y3  è2  xz — x.s  ö2  y3  =  v1'2.  c>2  cp". 

Z,ij  nog  ïmv2  —  f2.  G,  de  som  van  de  momenten  van  traagheid  van  het  juk 

ten  opzigte  van  de  middelas  C, 

lm'  v'2  ~  (h2  -f-  c2)  Q  |  de  sommen  van  de  momenten  van  traagheid  der  belaste 
i  m"v"2  =  (h'2  -f-  c'2)  Q  )  schalen  ten  opzigte  van  de  eindmessen  A  en  B; 

dan  bekomen  wij  eindelijk  voor  de  vergelijkingen  (3)  (4)  en  (5),  de  laatste  na 
deeling  door  Q  en  Q'  : 


0  =  {  f2  G  +  «2  (Q  +  Q';  }  ö2  qp  +  gït2.  M  Sin.  (cp  -  0) 

-f-  Q  h  a  |  Sin.  (cp  -j-  aj  Sin.  cp'  -j-  Cos.  (cp  -f-  a)  ö2  Cos.  cp'  J 

—  Q'  h'  a  {  Sin.  (qp  —  «)  d2  Sin.  cp "  -j-  Cos.  (qp  —  a)  *)2  Cos.  cp ") . ( a ). 

O  =  ( h 2  -f-  c2)  c)2  qp'  -f-  h  Sin.  cp' 

—  ha  {  Sin.  cp1  c)2  Sin.  (qp  +  «)  -f-  Cos.  cp'  ö2  Cos.  (cp  -f-  a)  } . (/>) 

O  =  (h>2  -1-  c'2)  y  cp"  -f-  gdt2  h'  Sin.  cp" 

-f-  h'  a  {  Sin.  cp"  ö2  Sin.  (cp  —  «)  -f-  Cos.  cp"  j)2  Cos.  (qp  —  u)  ] . (c) 


Be  gevondene  formulen  bevatten  de  oplossing  van  het  vraagstuk  van  de  bewe¬ 
ging  eener  balans  in  zich:  drie  in  getal  zijnde,  komen  er  ook  drie  onbekenden  qp, 
cp'  en  cp"  in  voor,  welke  in  functie  van  den  tijd  t  bepaald  moeten  worden.  Maar  die 
formulen  zijn  van  dien  vorm,  dat  eene  volkomene  integratie  tot  nu  toe  ondoenlijk 
is;  slechts  eene  enkele  diflerentiaal-formule  van  de  eerste  orde  kan  verkregen  worden, 
te  welen  die,  welke  het  grondbeginsel  van  de  onveranderlijkheid  van  de  som  der  leven¬ 
dige  krachten  uitdrukt.  —  De  twee  eerste  termen  van  elke  der  vergelijkingen  (a),  (b) 
en  (c)  zouden,  wanneer  zij  niet  door  meerdere  termen  gevolgd  wierden,  voor  het  juk 
en  de  schalen  elk  afzonderlijk,  de  beweging  van  eenen  slinger  aanwijzen  ;  maar  de 
volgende  termen  verstoren  deze  regelmatige  beweging. 


Benaderende  integratie  der  formulen  ( a ),  ( b )  en  (c). 

Stellen  wij  dat  de  hoeken  (qp  —  /?),  <p'  en  cp",  overeenkomstig  de  natuur  van  het 
vraagstuk,  steeds  klein  blijven,  en  dat  men  zal  mogen  stellen :  Sin.  (cp  —  /?)  = 
(<p  —  0)  en  Cos.  (cp  —  /?)  =  1  —  y  (qp —  J3)2;  Sin.  <p  =  cp',  enz. :  dan  mogen  wij  ook  aan¬ 
nemen,  dat  de  grootste  Avaarde  van  ^  C°S'^ --  altijd  zeer  klein  blijft  in  vergelijking 

t )t 


van  de  grootste  waarde  van 


ySin.(  qp-/3) 


g 

of  van  de  grootste  waarde  van  -  (qp — p), 
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zijnde  l  eene  lijn  vergelijkbaar  met  a  of  h;  want  Avij  hebben  in  onze  onderstelling 


ó2  Sin.  ((j: — /3)  =  <)2  (qp — fi)  en  i)2  Cos.  ( 9 — ft)  =  —  ( cp — / 3 )  d2  (cp — ft)  — ö  (cp — /3) 2 . 

1 


(cp — f3)  ^  (<jf — /3)  is  nu  altijd 


(<t'— P) 


maal  kleiner  dan  b2  (9 — ƒ?),  zoodat  wij  nog  zul- 


d  (<p— P)2 

Jen  moeten  aantoonen,  dat  de  grootste  Avaarde  van  — — -  ook  veel  malen  kleiner 

<)2  (<P — f3)  ...  .  . 

dan  - — -  is;  hiertoe  diene  de  volgende  bescbouAving : 


Men  vermenigvnldige  (o)  met  <jp  =  t>  {cp  —  (3),  (b)  met  Q  t )cp'  en  (c)  met  Q'  è  cp", 
en  voege  de  producten  te  zamen  :  dan  is  de  som  eene  zuivere  differentiaal-vergelijking, 
Avaarvan  de  integraal  het  bovengenoemde  grondbeginsel  der  levendige  krachten  uildrukt. 
Stellende  ter  vereenvoudiging  </ — (3  =  xp,  dan  zal  men  na  eenige  herleiding  voor 
deze  integraal  vinden: 


C  =  4  g  M  Sin.2'?  xp<  -f  4  g  h  QSin.2±q'  +4  g  h‘  Q'  Sin.2 1  ft1 

ö  cp' 


//_  2 


+  {/•g  +  omo  +  ö'))  (ftf) ’  +  +  ('*',+«,ï)Q'(^t-) 


f  dq'  ö  qp"  )  ö  V' 

+  2  |  a  h  Q  Sin.  («  -f-  qp  —  <p')  +  n  h  Q'  Sin.  («  —  qp  +  cp")  |  .  .  (7). 


G  is  eene  toegevoegde  standvastige  grootheid.  —  Indien  wij  nu  aannemen,  dat,  voor 
zeker  oogenblik,  de  snelheden  van  bet  juk  en  de  schalen  =  o  zijn,  hetgeen  de  hoe¬ 
ken  xp,  9'  en  qp"  tot  maxima  maakt,  dan  wordt,  xp,  cp'  en  9"  die  maxima  zijnde: 

C  =  4  </  M  Sin . 2 4-  xp  -f-  4  g  h  Q  Sin. 2 1  qp'  -j-  4  h'  O'  Sin. 2  y  qp" ; 


waaruit  blijkt  dat  zooAvel  C  noodwendig  positief  moet  zijn,  als  dat  de  grootte  van 
C  geacht  kan  Avorden  van  de  orde  glRip2  te  zijn,  stellende  l  eene  lijn  voor  zoo  als 
h  -j-  //',  en  R  eene  massa  of  geAvigt  als  Q.  De  overige  termen  in  (7)  voorkomende, 
zijn,  zamen  genomen,  noodzakelijk  ook  positief,  Avant,  hij  Aveinig  overwegens 

'dtf2 


ziet  men, 


dat  die  termen  niets  anders  zijn  dan  de  sommen  ïm(-r— -  -f- 

J  \üt2  ^  dt2/’ 


enz.,  van  de  vierkanten  der  snelheden  met  de  massa’s. 


Trek¬ 


ken  wij  de  drie  eerste  termen  van  (7)  van  G  af,  en  laat  de  rest  door  C'  voorgesteld 
worden,  dan  kunnen  de  overige  termen  volgenderwijze  geschreven  worden  : 
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c'=Gf^r+öa2{  *- 


h 2  +  c2 
h'2 


in.2  («  +  <p  —  <p')  | 

+  ö' Bl  1 1  - 1 ,■«  Vv» Si”-2  - 9  +  ,p")  1  (Ir) 

+  ö  |  i/F+7.  (^~)  +  7==ï  «»•  («  +  *  -  »')  (57)  j 

/*'  a 


+ «■{  ,^0 + 

Daar  nu  elk  der  vijf  termen  dezer  laatste  uitdrukking  positief  zijn,  zoo  zijn  zij  ook, 
zoo  afzonderlijk  als  2,  3  of  4  te  zamen,  noodwendig  kleiner  dan  C'  en  dus  ook  kleiner 

dan  G.  Hieruit  volgt  dat  (G  fl  -J-  Qa2  -f-  Q'a2)  >  Q  (h2  +  c2)  (yy)  > 

/\)qp"\2 

Q'  (/i'2  -f-  c/2)  f  yy J  ’  hoogst  genomen,  van  dezelfde  orde  van  grootte  kunnen  zijn 
als  C.  Indien  dan  weder  n  eene  lijn  en  R'  een  gewigt  is,  dan  zullen  wij  hebben 
C  =  n- .  R'  (  — )  ,  waarbij  n  eene  grootte  beeft  zeker  kleiner  dan  2  a,  en  R'  de 

J  J  a 

zwaarte  ongeveer  van  Q,  terwijl  de  gr00^sle  ^vaar^e  heeft,  welke  deze  groot¬ 

heid  bereikt.  Maar  wij  hebben  gevonden  C  =  glRip2,  dus  is 

»,l2*  =  (Ir)2’ 


waaruit 


1  R  2  9  2  0  v 

I-77J  =  0-  —  •  -gr*  V  =  -■  V  =  -  V'  X  V'. 

\dt'  »-  R  —  n'  —  71  —  — 


Daar  nu  uit  de  vergelijkingen  ( a ),  (Z>),  (c)  volgt  dat  - — —  van  de  orde  - 1//  is,  zoo 

ö  £2  / 

hebben  wij  : 

ö2  Cos.  1/) 


d*2 

è2  SYfl.  i/' 


ö2  V'  ÓV’2  /V  9  \\ 


ö*2 


ö/2 


=  7  2 


op  zijn  hoogst. 


è2  Cos.  t/./ 

De  grootste  waarde  van  - — — —  is  dus  altijd  veel  malen  kleiner  dan  de  grootste 
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.  d2  Sin.  xp  t)  H'  ö2  xp  _  ,  ,  - 

waarde  van  - — - - .  Wy  mogen  dus  xp,  -  en  -r— —  beschouwen  als  grootne- 

o  t  ^  o  £  U  ^ 

ö2  Cos.  xp  .. 

den  van  dezelfde  orde,  terwijl  - — ^ -  van  ééne  orde  hooger  zyn  zal;  en  even  zoo 

ook  met  de  andere  hoeken  q'  en  q>" . 

Staan  wij  nog,  alvorens  verder  te  gaan,  een  oogenblik  stil  hij  de  formule  (7). 

Indien  bij  den  aanvang  der  weging  de  schalen  volkomen  stil  vertikaal  neder  hangen 

en  het  juk  mede  in  rust  gehouden  wordt,  doch  met  eene  helling  q  =  P  4*  V'> 

..  .  ,  '  „  d(p"  ..  ...  , 

dan  zyn  m  dezen  toestand,  <k' ,  cp  ,  —  ,  -r— *  en  -v—  alle  =  o:  hij  gevolg  is 

o  t  o  t  ö  t 

G  —  4  </M  Sin.2  ^  xp. 

Wanneer  nu  de  balans  aan  zich  zelve  wordt  overgelaten,  dan  zal  zij  langzaam  in 
beweging  geraken,  waarbij  de  hoek  q  zal  verminderen,  tot  dat  nagenoeg  <p  = /?  —  xp 

zal  geworden  zijn,  en  lot  dat  weder  —  o  wordt.  Door  deze  beweging  zullen 

echter  ook  de  schalen  in  eene  kleine  slingerende  beweging  geraken,  en  op  het  juiste 
c )xp  .  ,  dqj' 

oogenblik  dat  —  o  is,  zullen  niet  weder  q' ,  -r —  enz.  =  o  wezen,  maar  wij 
vt  dt 

z  uilen  hebben :  C  =  4  <7  M  Sin. 1  ^  xp 

/^q\2  2 

+  4srAQ5m.2l^+(*2+c2)Q(-^7)  +  4  ghf  Q' Sin.2  *  9"+  (A'2+  c'2) Q’ (jj)  * 


Sin.2  £  xp  zal  dus  noodzakelijk  kleiner  zijn  dan  Sin.2  ^  xp  ;  waaruit  volgt,  dat,  bij 
de  voorschreven  wijze  van  in  beweging  laten  komen  der  balans,  het  juk,  oprijzende, 
aan  de  andere  zijde  van  het  evenwigtspunt  nimmer ,  bij  de  eerste  slingering,  zoo  ver 
kan  doorslaan  als  het  nedergehouden  is  geworden.  —  Uit  dezelfde  redenering  volgt 
echter  ook,  dat  bij  de  verdere  beweging  van  het  juk,  xp  nimmer  weder  de  waarde 

ö  <p'  <p" 

van  xp  kan  bekomen,  ten  zij  dan  dat,  even  als  aanvankelijk,  q'  en  -y  ,  q“  en  -y 
gelijktijdig  en,  bij  het  maximum  van  xp,  —  o  wierden. 


Stellen  wij  nu  Sin.  q  =  xp,  Cos.  xp  =  1  —  ?  xp2,  ü2  $in.  xp  —  d2  xp,  ö2  Cos.  xp 
=  —  xp  è2  xp  —  xp2 ,  en  even  zoo  met  de  andere  hoeken,  en  ontwikkelen  wij  de 
vergelijkingen  (a),  (6)  en  ( c )  zoodanigerwijze,  dat  de  termen  van  de  orde  xp  en  van 
de  orde  xp2  afzonderlijk  te  staan  komen,  met  verwaarloozing  van  alle  hoogere  orden, 
dan  wordt  (a): 


P.  J.  STAMKART,  OVER  DE  BEWEGINGEN  EENER  BALANS.  Il 

0  ==  {f  G  +  «*  (Q  +  Q')}  ï)2  <P  +  git-  M  y 
4  Q  ha  {Sin.  (/?  -j-  a  4  */')  ö2  <p'  4  ö2  Cos.  y'  } 

—  Q'h'a  [Sin.  (P  —  «  4  V')  c>2  d2  C°s-  <*"} 

Wanneer  wij  de  twee  laatste  termen  dezer  uitdrukking  verder  ontwikkelen,  dan 
wordt  Sin.  (p  ±  a)  met  eene  grootheid  van  de  eerste  orde,  Cos.  (P  db  «)  daaren¬ 
tegen  met  eene  grootheid  van  de  tweede  orde  vermenigvuldigd :  wij  mogen  dus 
Sin.  (/?  ±  a)  =  p  ±  «  en  Cos.  (/?  ±  «)  =  1  stellen,  te  eer  daar  «  zeer  klein 

zijn  moet,  en  omdat  men  het  bij  wegingen  steeds  in  zijne  magt  heeft  P  klein  te 

maken  door  Q  —  Q'  zeer  klein  te  nemen,  en  dus,  b.  v.  P  gemakkelijk  binnen  2  of 
3  graden  kan  beperken.  Wij  hebben  alzoo: 

0  =  [pGr  +  a2  (Q  4-  Q')}  ö2v-  4  g*t2  M  y, 

Qha  (p  4-  «)  c)2  y'  —  Q'h'a  (ƒ?  — «)  d2  <p" 

4-  Qha  {^» ö2  qp' — qp'c)2^' — cH'2} — Q'h'a  {xpü2  q" — ?•"  c)2  q>"  —  ö2  ?>"}  .  .  .  (a1) 


(b)  wordt : 

0=  (/i2  4-  c 2)  ö2^'  +  gül2-  h  n' 

—  ha^~  Cos.  (P  4-  a  +  xp)  —  h  a<p'd3  Sin.  (P  4-  «  4-  xp)  ; 

dat  is:  0  =  (h2  4-  c2)  ö2  (P'  4-  g^t2h(p'  4-  ha  (/?  a)  ö2  ip 

—  /ia{qp' c)2  —  i/>c)2ty'  —  dty>2}  •  . (A') 

(c)  eindelijk  wordt : 

0  =  (A‘*  4-  c'2)  dV  + 

-f-  h'  a~d2  Cos.  {P  —  «  4-  'ip)  4-  h'  a<p"d2  Sin.  (/?  —  «4-  xp); 
dat  is:  0=  (h'2  4-  c'2)  d2  <p"  4-  gdt2h'<p"  —  h'a  (p  —  «)  d2  y 

4  h'a  [cf> "ü2  y  —  yj  d2  y>  —  ö  V»2 } . (C) 


Indien  wij  elke  der  vergelijkingen  («'),  ( b'),  [c')  in  het  bijzonder  deelen  door  den  coëf¬ 
ficiënt  van  den  eersten  term,  en,  ter  bekorting,  de  termen  der  tweede  orde  uitdruk¬ 
ken  door  Tc)£,  T'clA  dan  bekomen  wij  drie  vergelijkingen  van  den  volgenden 

vorm  : 

0  =  Vy,  +  Agxp^t2  4-  Bd2*'  —  Cd2  y"  4-  T  ^t2  \ 

0  ==  2>V4-  A'^'^4-  B'ö2  V'  4-  T'dt2  ( . (8) 

0  =  d2<p" 4-  A"g<p"$t2+  B"ü2xp  4-  T'ül2  ) 

2  * 


12 


F.  J.  STAMKART,  OVER  DE  BEWEGINGEN  EENER  BALANS. 


Om  eene  eerste  benadering:  te  bekomen,  zullen  wij  T,  T'  en  T"  —  o  onderstellen, 
en  dan  kunnen  wij  schrijven  : 

ifj  =  F  Sin.  (pt  -b  o)  4-  G  Sin .  (qt  4-  b)  4-  H  Sin.  (r  t  4-  c)  \ 

p'  =  F'  Sin.  (pt  4.  n )  4.  O'  Sin.  (qt  4-  h )  4-  H'  Sin.  (r  t  4-  c)>  ....  (9) 

<p"  =  jF "Sin.  (pt  4-  a)  4-  Gr" Sin.  (qt  4-  b)  4-  TL'1  Sin.  (r  t  4-  o)) 

Deze  vergelijkingen,  waarin  alleen  t  veranderlijk  aangenomen  is,  zullen  de  integralen 

van  (8)  zijn,  voor  zoo  ver  de  termen  der  eerste  orde  betreft,  zoo  als  men  zich  er 
{jemakkelijk  van  kan  overtuigen  door  uit  (9)  de  waarden  der  verschillende  differen¬ 
tialen  te  berekenen  en  die,  nevens  de  hoeken  xp,  p'  en  tp"  in  (8)  over  te  brengen. 
Dit  doende  bekomen  wij  nog  de  volgende  negen  vergelijkingen  tusschen  de  stand¬ 
vastige  grootheden  F,  G,  H,  F',  G',  enz.,  p,  q ,  r: 


(10) 


In  het  geheel  9  vergelijkingen  met  12  onbekenden.  Men  ziet  echter,  dat  elk  der 
bovenstaande  drietallen  voor  F,  F',  F”  en  p2,  voor  G,  G',  G"  en  q 2,  enz.  van  volko¬ 
men  dezelfde  waarde  zijn,  zoo  dat  het,  in  den  eersten  opslag,  kan  schijnen,  dat 
F:  G:  H  =  F' :  G' :  H'  =  F"  enz.  moest  zijn.  Men  weet  echter  dat  dit  niet  behoeft; 
want  indien  de  getallen  F  tusschen  de  drie  eerste  vergelijkingen  worden  gelimineerd, 
bekomt  men  eene  vergelijking  tusschen  p2  en  bekende  grootheden,  die  van  de  derde 
magt  is,  en  dus  drie  wortels  heeft.  Kiezende  nu,  volgens  eene  bekende  leerwijze,  de 
eerste  wortel  voor  p2,  de  tweede  voor  q2  en  de  derde  voor  r2 ,  dan  worden  verder, 
11a  de  overbrenging  dezer  wortels  in  de  vergelijkingen  (10),  de  betrekkingen  tusschen 
de  grootheden  F  onderling,  tusschen  de  grootheden  G  onderling,  en  tusschen  de  groot¬ 
heden  H  onderling  gevonden.  Op  deze  wijze  blijven  er  nog  drie  grootheden,  ééne 
F,  ééne  G  en  ééne  H  onbepaald,  welke,  te  zamen  met  de  drie  onbepaalde  bogen  a, 
b,  c,  de  zes  toegevoegde  standvastige  grootheden  zijn,  die  de  drie  integralen  der 
vergelijkingen  (8)  hebben  moeten. 

Volgens  (9)  heeft  xp  den  vorm  van  eene  reeks  van  termen  als  F  Sin.  (p  t  -f-  a), 
waarbij  F,  a  en  p  standvastig  zijn.  Beschouwen  wij  thans  xp  als  te  bestaan  uit  even 
zulk  eene  reeks  van  termen,  doch  waarin  F  en  o  veranderlijk  gedacht  worden,  dier- 
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wijze  echter  dat  de  betrekkingen  tusschen  de  grootheden  F  onderling,  tusschen  de 
Gs  onderling,  enz.,  zoo  als  zij  uit  de  vergelijkingen  (10)  voortvloeij en,  behouden  blij¬ 
ven;  en  trachten  wij  de  uitdrukkingen  van  cp'  en  <p"  dusdanig  te  bepalen,  dat  zij, 
met  inbegrip  van  de  termen  der  tweede  orde,  naauwkeurig  zijn.  —  Voor  F  Sin. 
(p  t  +  a)  kunnen  wij  schrijven 

(F  Cos.  a)  Sin.  pt  -f-  (F  Sin.  a )  Cos.  pt\ 

differentiërende,  komt 

p.  (F  Cos.  a)  Cos.  pt.  dt  —  p  (F  Sin.  a)  Sin.  pt.  dt 
-f-  c)  (F  Cos.  a).  Sin.  pt  -{-  d  (F  Sin.  n).  Cos.  pt. 

De  eerste  regel  dezer  uitdrukking  is  dezelfde,  als  wanneer  F  en  a  standvastig  waren ; 
de  tweede  bevat  de  veranderingen  van  deze  grootheden.  Daar  wij  echter  slechts 

aan  3  voor  waarden,  door  de  3  vergelijkingen  (3)  uitgedrukt,  voldoen  moeten,  terwijl 
de  veranderingen  van  6  grootheden,  van  ééne  F,  G,  H  en  van  u,  b  en  c,  te  bepalen 
zijn,  zoo  mogen  wij  ook  stellen: 

d  (F  Cos.  a).  Sin ,  pt  -f-  <)  (F  Sin.  a).  Cos.  pt  =  o; 
welke  vergelijking,  ten  gevolge  van  de  standvastige  betrekkingen  tusschen  F,  F'  en  F", 
nog  twee  andere  diergelijke  ten  gevolge  heeft,  wanneer  men  namelijk  F  in  F',  in  F", 
verandert.  Op  dezelfde  wijze  omtrent  de  uitdrukkingen  G  Sin.  (q  t  -}-  b),  H  Sin. 
(r  t  -f-  e)  redenerende,  zullen  wij  het  volgende  stel  vergelijkingen  aannemen : 
è  (F  Cos.  a)  Sin.  p  t  -J-  c)  (F  Sin.  a)  Cos.  pt  =  o\ 

d  (G  Cos.  b )  Sin.  qt  - J-  c)  (G  Sin.  b)  Cos.  qt  =  o> . (11) 

d  (H  Cos.  e)  Sin.  r  t  -f-  i)  (H  Sin.  b)  Cos.  rt  =  o) 

De  differentiaal  der  uitdrukking  F  Sin.  (p  t  +  a )  wordt  op  deze  wijze  weder, 

even  als  of  F  en  a  standvastig  waren, 

p  ö  t.  (F  Cos.  d)  Cos.  pt  —  p  dt  (F  Sin,  d)  Sin.  p  t. 

Nogmaals  differentiërende,  komt: 

—  p2dt2  (F  Cos.  d)  Sin.  pt  —  p*  dt  (F  Sin.  d)  Cos.  pt 
-f-  pdt.  d  (F  Cos.  o).  Cos.  pt  —  pdt.  ö  (F  Sin.  d)  Sin.  p  t. 

Zij  wederom  gesteld  : 

d  (F  Cos.  d).  Cos.  pt  —  d  (F  Sin.  a).  Sin.  pt  =  Npdt 

c)  (G  Cos.  b).  Cos.  qt  —  (G  Sin.  b).  Sin.  qt  =  Mqdt 

ö  (H  Cos.  c).  Cos.  rt  —  è  (H  Sin.  c).  Sin,  rt  =  O rdt 


■  .  .  .  (12); 
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dan  wordt  eerstelijk  de  tweede  differentiaal  der  uitdrukking  F  Sin.  ( pt  4  a) . 

—  p2  0  t2  (F  Cos.  n)  Sin.  pt  —  p2ï)l2  (F  Sin.  a)  Cos.  pt  -f-  N/?2<)/2  ; 
en  ten  andere  hebben  wij  uit  de  vergelijkingen  (11)  en  (12): 

d  (F  Cos.  a )  =  N p})t  Cos.  pt  .  .  .  <)  (F  Sin.  a)  =  —  N p^t  Sin.  pt\ 

d  (G  Cos.  b)  =  M qïl  Cos.  qt  ...  *  (Gr  Sin.  b)  =  —  M q^t  Sin.  qt  .  .  (13) 

t)  (H  Cos.  c )  =  OrcU  Cos.  rt  .  .  .  ö  (H  Sin.  c)  =  —  Sin.  r  tj 

Zij  voorts : 


5? 

II 

*1  ^ 

N  .  , 

b 

II 

M  . 

.  .  0' 

H' 

=  H° 

!2j 

II 

*1 

N  . 

G" 

■  ■  M"  =  G  • 

M  . 

.  .  0" 

II 

K[ 

O 

En  eindelijk,  laat  het  teeken  O'  eenige  differentiaal  van  de  grootheden  i//,  q>'  en  cp" 
voorstellen,  in  de  onderstelling  dat  F,  G,  H,  a,  b ,  e  standvastig  zijn,  dan  zullen 
wij  hebben: 

d  ^  ss  ü'yj  ,  èqp'  =  c)V  ,  ö  cp"  = 

W  =  V2y  +  N  p2  üt2  +  M  q2  dl2  +  O  r2  t2 

d2  cp‘  =  è'2  <p‘  +  W  p2  è  t2  +  M'  q2  è  t2  4  O'  r2  ö  t2 

d2  cp"  =  y*  q>"  -f-  N>2  ï)t2  +  M"  q2  üt2  +  O "r2  d  t2 

De  waarden  der  tweede  differentialen  uit  deze  vergelijkingen  nevens  de  waarde 

van  ip  uit  (9)  in  de  eerste  vergelijking  (8)  overbrengende,  is  het  vooreerst  klaar, 
dat  ip  en  de  tweede  differentialen  door  c)'  aangeduid,  uit  die  vergelijking  verdwijnen 
zullen ;  daarna  zullen  wij  overhouden,  na  deeling  door  ö  t 2  : 

o  =  N  p2  -f  M  q2  4-  O  r2  =  (N  4-  BN'  —  CN")  p2 

4  B  (N  '  p2  4-  M'  q2  4-  O'  r2 )  4  (M  4-  BM'  —  CM")  q2 

—  C  (N  “p2  4-  W'q2  4-  O"  r2)  4  T  4  (O  4  B  O'  —  CO")  r2  4  T 

N 

dat  is:  0  —  p  (F  4-  BF'  —  CF")  p- 

4  §  (G  4  BG'  -  CG")  q2 

4  |  (H  +  BH'  -  CH")  r2  4  T; 
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hetwelk  zich,  ten  gevolge  van  de  vergelijkingen  (10),  herleidt  tol 

T 

0  =  N  +  M  +  O-f— . 

A  ( i 

Wanneer  men  de  waarden  van  q>'  en  <j"  uit  (9)  en  de  waarden  der  tweede  differen¬ 
tialen  uit  (15),  achtervolgens  in  de  vergelijkingen  (8)  overbrengt,  dan  bekomt  men 
blijkbaar  nog  twee  andere  vergelijkingen  dan  de  laatst  gevondene,  zoo  dat  wij  weder 
zullen  hebben  bet  volgende  stel  : 

0  =  N  +  M  +  0  + 

Afif  J 

o  =  N'  +  M'  +  O'  +  . (16) 

o  =  N"  4-  M”  -f-  O"  +  — -  ) 

A  <JJ 

Uit  welke  vergelijkingen,  benevens  de  vergelijkingen  (14),  N,  M  en  O,  N',  M'  enz. 
kunnen  gevonden  worden,  in  functie  van  T,  T'  en  T"  en  van  bekende  grootheden. 

Waren  dan  T,  T'  en  T"  in  functie  van  den  tijd  t  gegeven,  dan  zoude  men  ook 

de  grootheden  N,  M  enz.  in  functie  van  t  hebben,  en  de  volkomen  integralen  der 
formulen  (9)  zouden  gevonden  zijn;  want  dan  had  men: 

t//  =  (F  Cos.  a)  Sin.  p  t  -f-  (F  Sin.  a)  Cos.  p  t  -j-  enz. 

=  Sin.  p  t  J  d  (F  Cos.  a)  Cos.  p  t  ƒ  (F  Sin.  a)  -j-  enz. 

dat  is  :  t p  =  Sin.  p  t  ƒ  N.  d  Sin.  pt~ f-  Cos.  p  t  ƒ  N.  ö  Cos.  p  t 

-f-  Sin.  q  t  j  M.  d  Sin.  q  t  -f-  Cos.  qt  J  M.  ö  Cos.  qt 

-f-  Sin.  rt  ƒ  O.  ö  Sin.  r  t  -f-  Cos.  rt  ƒ  0.<)  Cos.  rt  . (17) 

Deze  uitdrukking  kan  voor  de  algemeene  waarde  van  \p  gehouden  worden,  mits  men 
bij  elke  der  aangewezen  integralen  nog  eene  standvastige  grootheid  voegt;  want  waren 
de  grootheden  T  werkelijk  gelijk  nul,  dan  zouden  ook  N,  M  enz.  gelijk  nul  wezen,  en 
wij  zouden  voor  ip  de  uitdrukking  (9)  moeten  hebben.  Deze  uitdrukking  (9)  nu  volgt 
terstond  uit  (17),  wanneer  wij  bij  iedere  aangewezen  integraal  eene  standvastige 
grootheid  voegen,  die  integralen  zelve  echter  =  o  nemen.  —  Hieruit  blijkt,  dat  de  bij 
te  voegen  standvastige  grootheden  geene  andere  zijn  dan  :  F  Cos.  n ,  F  Sin.  a,  G  Cos.  b , 
G  Sin.  b  enz.  waarbij  nu  echter  F,  a ,  G,  b ,  enz.  als  standvastig  te  beschouwen  zijn. 
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Voegende  geene  standvastige  grootheden  bij  de  aangewezen  integralen  in  (17),  dan 
kunnen  de  uitdrukkingen  (9),  met  standvastige  F  en  a ,  G  en  b,  enz.,  beschouwd 
worden  als  eerste  benaderde  uitdrukkingen  voor  de  boeken  xp,  q'  enz.  en  de  uit¬ 
drukking  (17)  als  bevattende  de  verbeteringen ,  welke  aan  die  eerste  uitdrukkingen 
moeten  toegebragt  worden.  Om  de  verbetering  voor  cp'  en  <p"  te  vinden,  behoeft 
men  slechts  in  (17)  N  in  N',  in  N",  M  in  M'  enz.  te  veranderen. 

Het  vraagstuk  is  dus  herleid  tot  het  vinden  van  T,  T'  en  T"  in  functie  van  /:  hiertoe 
is  wel  geen  regtstreeks  middel ;  doch  daar  T,  zoo  als  wij  aantoonden,,  van  de  tweede 
orde  van  grootte  is,  zoo  kunnen  de  uitdrukkingen  (9)  dienen,  om  de  waarden  van 
T,  T'  enz.  benaderender  wijze  te  vinden;  (17)  geeft  daarna  eene  eerste  verbetering 
van  (9);  waarop  weder  T,  T'  enz.  naauwkeuriger  berekend  kunnen  worden,  en  door 
(17)  nogmaals  de  correctie  op  (9)  gevonden.  —  Op  deze  wijze  kan  men  zoo  ver 
voortgaan  als  zulks  dienstig  geoordeeld  wordt;  doch  wanneer  wij  ons  tot  de  termen 
der  tweede  orde  bepalen,  dan  is  de  eerste,  door  (17)  te  vinden,  verbetering  toereikende. 

Het  is  ligt  op  te  maken  uit  de  formulen  («'),  ( b ')  en  (c')  dat  de  grootheden  T 
in  bet  algemeen  in  den  vorm  van 

E  -{-  E7  Sin  (u  t  -}-  n)  -|-  E"  Sin.  (p 1  -j-  n')  -j-  enz. 
kunnen  ontwikkeld  worden,  waaruit  volgt,  dat  ook  N,  M,  enz.  dienzelfden  vorm  zul¬ 
len  aannemen  :  zijnde  E,  E'  enz.  p,  p  enz.  n,  n'  enz.,  standvastige  grootheden. 

Zij  dus  gesteld: 

N  =  R  -f-  R'  Sin.  (p  t  -f-  n)  +  R"  Sin.  (,«'  t  -j-  n')  -}-  enz.^ 

M  =  Rj  -j-  R'j  Sin.  (p  V  - j-  n )  -{-  R7/ j  Sin.  (p1 1  -j-  n1)  -1-  enz.  /  .  .  .  (18) 

O  =  R2  -f-  R'2  Sin.  (ut  -{-  n)  ~\-  R"2  Sin.  (p' t  -f-  n’)  -f-  enz.) 

En  brengen  wij  deze  waarden  in  (17),  dan  vindt  men  gemakkelijk  door  integratie, 

zonder  bijvoeging  van  standvastige  grootheden,  en  dus  voor  de  correctie  der  uit¬ 
drukking  (9)  voor  i[i 

p 2  p 2  \ 

Corr.  =  x‘=  R  +  R'.  —  — -  Sin.  (u  t  -f-  n)  +  Sin.  (p'  t  4-  n')  4-  enz.  \ 

pl — p2  p2  —p2 

+  R,  +R',^~ 7*»-  (A<  +  »)  +  R",^7ï ■?*».((•' «  +  •»')  +  enz.  1(19) 

+  R2  +  R'i  r2_u2  Sitl-  (p  1  +  U)  +  R,,2  y.2__u~  Sin-  &*'*  +  »)  +  enZ-  / 

Om  de  corr.  voor  y'  te  vinden  behoeft  slechts  de  eerste  regel  dezer  vergelijking  ver- 

F  G'  H' 

menigvuldigd  te  worden  met  — ,  de  tweede  met  —  en  de  derde  met  jj-  . 
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F" 

Om  de  corr.  voor  9"  te  vinden,  vermenigvuldigd  men  den  eersten  regel  met  — ,  den  tweeden 

r 

G" 

met  enz.  enz. 

(jT 

Nadere  ontwikkeling  der  formulen  (10)  en  (19) 

Het  eerste  drietal  der  formulen  (10)  is: 

A  F  =  (F  +  BF'  —  CF") 

p2 

A'  F'  =  (F'  -f  B'  F)  ~  , 
o5 

A"F"  =  (F"—  B"F)  — ; 

9 

p2 

stellende  hierin  —  =  z,  dan  komt: 

9 


F' 

¥  -  A' 


B'  3 


F" 

F 


B  "z 

X^~z  •  • 


(20) 


en  (A— 3)  (A'  —  z)  (A"— z)  =  {BB'  (A" — 3)  -j-  C B"  (A'~  3)}z2. 

Nu  hebben  wij,  volgens  (a1),  (b')t  ( c ')  en  (8), 

M  h  h' 

A  =  f!G  +  fl2  (Q  +  Q')  5  A'  =  /i2  +  C 2  ’  A"  =  h'~  +7' 15 

B  =  ahQ  (/?  -f  «),  C  =  ah'Q'  (/?  -  «) , 

B'  =  «  A'  (/?  -f-  a) ,  B"  =  «  A"  (/?  —  «) ; 

AA'  A  A" 

dus  ook  BB'  =  «2.  —  hQ  (/?  +  «)2  en  C  B"  =  A'  Q'  (/?  —  «)\ 

Zij  hiervoor,  kortheidshalve,  gesteld: 

BB'  =  k  (/?  +  «y  en  CB"  =  £'(/?  —  «)2 ; 
dan  wordt  de  voorgaande  vergelijking : 

(A — ü)  (A'-S)  (A" — 1)  =  {Ar  (/?  +  «)2  (A" — z)  +  k'  (0- „)>  (A'-rr)}  i2. 

Daar  (/?  +  «)2  en  (/?  —  «)2  in  alle  gevallen  slechts  kleine  getallen  voorstellen, 
zelfs  al  had  J3  eene  waarde  iets  grooter  dan  hij  goede  wegingen  toegelaten  kan  wor¬ 
den,  of  grooter  dan  gebruikelijk  is,  zoo  blijkt  dat  de  drie  wortels  dezer  vergelijking 
in  het  algemeen  slechts  weinig  van  A,  A'  en  A"  kunnen  verschillen. 


3 
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Om  den  eersten  wortel  benaderend  te  vinden,  schrijven  wij : 


K-z  =  <A, _ ,)S^A„ _ s)  •  {k  (/S  +  «)2  (A"-«)  +  k'  (/?-«)*  (A '-*)} 


en  stellende  nu  in  het  tweede  lid  A  voor  z,  dan  komt  zeer  nabij  : 


,  (P  -+-  «)2  (0  —  “?)  k , 

k  A'—  A  +  4  A"  — A  )A'  ■ 

Om  de  beide  andere  wortels  te  vinden,  schrijven  wij  vooreerst 


(21) 


=  /», 


en  ontwikkelen  de  vergelijking,  dan  komt : 

** _  |  A' -h  A"  -f  m  [k  (/?  +  «) 2  4. k'  (P— «) 2 ) }  5  -1- A  A'—  m  (lc A"(/3 + a)‘ 2  +k‘  A'(/?—  u) > )  =  o 
waaruit: 

»  =  i  {A'  +  A "  +  m(k(/3  +  c<y+lC'(0  — «)*')) 

±  \  J/  {A1  —  A"  +  m  (A  (/?  +  «)»  —  A'  (/3  —  a)* )}»  +  4  k  k‘  ((3*  —  «=)’ 

Indien  nu  a;  een  positief  getal  kleiner  dan  I  voorstelt,  dan  kan  de  grootheid  onder 
het  wortelteeken  ook  aldus  geschreven  worden: 

{A'  —  A"  +  m  {k  (/?+  «)*  — k‘  (/?  —  «)2)  +  2  m  a;  ^TTc  (/?*  —  «2)j  2. 


Bij  gevolg  bekomen  wij  voor  de  beide  wortels  z'  en  z",  indien,  in  de  uitdrukking 
m,  voor  z  achtervolgende  A'  en  A"  geschreven  wordt,  de  volgende  benaderde  waarden  : 

z'  =  A'  -f-  m!  k  (/?  •+-  «)2  -f-  x  m'  k  k'  (P2  —  «2)1 

. (22) 

=  A"  +  m"  k'  (/?  —  «)2  —  xm"rkk'  (P2  —  «2) 


Wanneer  echter  A'  =  A"  is,  dan  wordt  a; 


P~a 

P  +  o. 


,  en  wij  zullen  hebben: 


z'  =  A'  +  m' lc  (P  +  cc)2  +  nik'  —  a)1 
z"  =  A". 
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Kiezende  den  eersten  wortel  z,  dan  hebben  wij  voor  de  betrekkingen  van  F'  en  F, 
F"  en  F,  de  volgende  benaderde  waarden: 


AA' 


(*  +  «), 


(i3  —  «)• 


Kiezende  den  tweeden  wortel  z',  dan  heeft  men  : 


G' 


=  B  . 


A'  —  z' 


G' 

G 


-  =  —  B  . 


A"  —  z 


Daar  echter  in  dit  geval  A  — z'  zeer  klein,  van  de  tweede  orde  wordt,  en  ook  A" — z' 
verschillende  waarden  van  grootte  met  betrekking  tot  B "  z'  kan  aannemen,  terwijl 
wij  toch  blijven  onderstellen,  dat  in  geen  geval  de  slingeringen  der  schalen  eene 
aanmerkelijke  uitgebreidheid  bekomen,  zoo  zullen  wij  nu  schrijven  : 

A'  —  s' 

G  =  G'  X  — j^77r  ,  G'  =  L  Cos.  A  ,  G"  =  —  L  Sin.  a, 


dan  is 


A'  -  z' 
B'  z' 


B"  A' —  z‘ 

B  +  C.  —  .  -rr, - ; 

B  A  — z 


■  A  ’ 


en 


A" 

Tang.  A  =  yy* 


(3  —  « 
(3  +  « 


z —  A' 


z'  — A"’ 


A"  m'  {!c{(3+«)  ¥x  f/  lek'  {(3  —  u)) 

of  Tang.  x  =  TT-  (f3 —  “) — - ITZl-T - 

A  (A'— A")+m'  [k{P+a)  +  x  rick‘{Q  —  «)}  (/?+«) 


A'  l.  (/?—«) 

=  A7  ’  (A'  —  A")  +  l  (/?  +  «)’ 

In  het  algemeen,  wanneer  A' — A"  niet  zeer  klein  is,  van  de  orde  /?*,  dan  blijft  de 
waarde  van  Tang.  A  zeer  gering  ;  wordt  echter  A'  —  A"  zoo  klein,  dat  het  in  verge¬ 
lijking  met  P 1  komt,  dan  kan  Tang.  A  alle  waarden  aannemen,  zelfs  oneindig  groot 
worden.  Is  A'  volkomen  gelijk  A'',  dan  heeft  men: 

(3  —  a 


3  * 


Tang.  * 


P+ct' 
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Wij  hebben  verder,  in  het  algemeen  : 

A'  —  z'  z' 

_BV  =  —  {B  +  C  Tang.  a)  ZTZJ 


=  «jj.  {AQ  (£  +  «)  +  A'Q'  (/?  — « )  Tang.  a} 

«AQ  A'  . 

=  —  ~ jj— •  i~~A *  l/l  (^  +  “)  +  A'  (/?  — «)  aJ  zeer  nabij, 

en  dus: 

A'  —  z'  oAQ  A' 

G  —  B/  ,,  •  B.  6b.?.  A  =  —  ^  ^  {A  (/?  +  «)  a  ■+  A'  (/? — «)  Sm.  a)  X  L. 

G  is  bij  gevolg  altijd  zeer  klein,  van  de  tweede  orde. 

Nemende  nu  den  derden  wortel  z",  dan  hebben  wij  : 

H'  z"  lï'  z" 

h  = B'- 


en  T  =  -  B".  — - 


Daar  echter  nu  weder  A"  —  z"  zeer  klein  is,  zoo  schrijven  wij,  om  dezelfde  reden 
als  bij  den  wortel  z'  : 

A"  —  z" 

H  =  -  H"  X  ■  ,  H'  =  —  L'  Sin.  a'  ,  H  =±=  +  L'  Cos.  A' ; 

dan  is : 

A"  —  z"  ^  B'  A"  —  z"|  z" 

~B7'7'~  =  “  jc  +  B.  — .  jnr^ï]  S»_A  ’ 

B'  A"  — z"  A'  /?  4- «  z" —  A" 

en  F’  a~7'~  ~  Tang-  A'  =  F  •  p^Tc'T^T’ 

A'  m"  {  (£'  (/?  —  a)  —  *  ^/TF  (/?  +  « 

of  Tang.  V  =—  (/?  +  «) - 7 - — = - : - 

A  —  (A' — -  A")  +  m"  [(*'  [q  —  «)  —  a>  ?k  V  (/?  +  «)}(/?  —  «) 

A'  V  J3  —  a) 

"  A"*  -  (A'-A")  +  i  (/?—«)' 

Al  naar  dat  A' — A"  grooter  of  kleiner  is  in  vergelijking  van  fi2,  zal  ook  Tang.'k'  klein 
of  van  onderscheidene  waarden  zijn.  —  In  het  bijzondere  geval  A'  =  A",  wordt  ook 
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l'  —  o,  waardoor  dan  Tang.  V  =  -q  gevonden  wordt.  Dan  echter  bekomt 
behoorlijke  ontwikkeling  en  herleiding: 


men,  na 


Tang.  = 


k'  J3  —  CC 


**/?  +  «* 

Nu  wordt  weder  in  het  algemeen  : 

A"  —  z"  2" 

~Ü"Z"  '  =  —  {G  +  B  Tang.  V)  — —j 


- a  jjj  {h'  Q'  (i3  —  «)  +  h  Q  (0  +  a)  Tang.  ^ 

aAQ  A" 

=  —  —fij-  •  A"  — A'!7^  +  h  (/3  +  05 )  x'}>  zeer  nabij; 

A" _ z"  aAO  A" 

en  dus  H  =  —  —  .  L'  Cos.  V  =  +  — — . ^7—^  {ƒ*'(£—«}  Cos.  V+  A(/?+a)Sfoi.  >'}  .L'. 

H  is  dus  ook  altijd  van  de  tweede  orde. 

Wij  bekomen  alzoo,  verzamelende: 

Eerste  wortel. 


_  .  _  ui  ( ,  ,  </?  +  “)* 

z  A  { k  .  a"_a  A' _ A 


A2 


v2  =  gz. 


(21) 


A  a'  A  A" 

F  =  F,  F'  =  «.  (/?  +  «).  F.  F"  =  — «.  7737  (/3-«).  F. 

Tweede  wortel. 

A'2  _ 

*'  = A’  +  (k  (0  +  “)'  +  xVkk'  •  •  •  •  ?**=»*'  •  •  •  (22) 

A"  /3  —  «  3'  —  A' 

Tang.  X  =  jr.  777F  > 

G  =  —  -■  ---  {/1  (p+K)  Cos.  X  +  A'  (P—«)Sin.  X}  L,  G'=  L  Cos.  X,  G"=  —  L Sin.  1 ; 

en  als  A' —  A"  =  o  is : 

*'  =  A'  -f-  jr^A  ^  (i3  +  ct)1  +  k‘  —  Tan9-  *  = 
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2"  =  A"  4- 


Denle  ivortel. 

A"i 


A"  —  A 


{k'  (p  —  «)>_  x  Vlek'  (p1— «*)}  .  .  .  .  r1  =  <,2"  .  .  (22) 


Tong.  V 


A'  p  +  «  2"  —  A" 

A"  *  p  —  «  *  2"  —  A;  ’ 


« AQ  A" 

H=+-^j-.  a^Ta-  {/*,^-«)Co5.x'+/i(p4-«)^:«.V}L',  H'=  —  L'S/w.V,  H'^+L'Coa.V; 
en  als  A'  —  A"  =  o  is : 


k'  p  —  a 

2"  =  A",  Tang.  V  =  —  7  .  —  ,  11  = 

k  p  +  « 

x  is  eene  eigen tlijke  of  gebruikelijke  posi Lieve  breuk. 


o ; 


F,  L  en  L'  zijn  toegevoegde  standvastige  grootheden,  die  in  elk  geval  van  de  hoe¬ 
grootheid  en  de  rigting  der  beweging  van  het  juk  en  van  de  schalen  afhangen. 

Het  volgt  uit  de  bovenstaande  ontwikkeling,  dat,  als  F,  L  en  L'  van  de  eerste 
orde  van  grootte  zijn,  dan  G,  H,  F'  en  F"  van  de  tweede  orde,  in  eenen  afda- 
lenden  zin,  zijn  zullen.  Zoo  wij  dan  de  eerstgenoemde  grootheden,  ter  onder¬ 
scheiding,  dubbel  onderhalen,  dan  hebben  wij  tot  de  voorstelling  van  de  beweging 
van  het  juk  en  de  schalen  eener  balans,  die  met  den  middelnagel  op  een  vast  vlak 
rust,  de  volgende  formulen,  gevende  de  eerste  benadering  der  integratie  : 
ip  =  F  Sin.  (p  t a)  -f-  G  Sin .  (q  l  b)  4~  H  Sin.  (r  t c) 

V  —  F'  Sin.  (p  t  -f-  a)  4-  L  Cos.  I  Sin.  ( qt-\-b )  —  L'  Sin.  Sin.  (rt-\-c)  ( . .  (23) 

<jp"  =  F"  Sin.  (pt-\-a)  —  L  Sin.  >  Sin.(qt-\-b )  4~  L'  Cos.  V  Sin.  (rt-\-c)j 


Welke  formulen,  in  het  bijzondere  geval  dat  A'  =  A"  is,  veranderen  in  de  vol¬ 
gende  : 

1  [1  —  F  Sin.  ( p  t  -f-  a)  _1“  G  Sin.  (q  t  4~  b) 

(p1  =  F'  Sin.  (pl  4“  a)  +  L  t°s-  >  Sin.  (qt-\-b)  -j-  V  Sin.  \  Sin.  (r<4~c)>  •  •  (24) 

q =  F"  Sin.  (p  t  4~  n)  —  L  Sin.  i  Sin.  ( qt-j-b j  -f-  L'  Cos.  %  Sin.  (rt-\-c)j 

Aanmerking. 

Wanneer  eene  balans  met  den  middelnagel  niet  op  een  vast  vlak  rust,  maar  van 
de  gewone  zamenstelling  is,  en  dus  in  eene  schaar  hangt,  dan  is  de  theorie  harer 
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bewegingen  uitvoeriger,  maar  overigens  dezelfde  als  de  hier  voorgedragene.  Dewijl 
er  alsdan  nog  een  bewegelijk  stuk  is,  namelijk  de  schaar,  zoo  bekomt  men  ook,  in 
plaats  van  de  drie  vergelijkingen  (8),  vier  vergelijkingen  van  den  zelfden  vorm,  te 
weten  :  Laat  <p“'  de  hoek  zijn,  dien  de  schaar  op  zeker  oogenblik  met  de  vertikaal 
maakt,  dan  komt : 

0  =  +  kg  xp  ÏM2  +  BdV  —  Q2  <p"  +  DdV"  +  Td/2  \ 

O  =  ÖV  +  A'gtp'ïi*  +  B'd2  4’  +  C'ÖV"  +  T'  ^  t2  ( 

0  =  dV'  +  A —  B"d2  ip  -f  C"dV"  +  T"  }ft2 1  "  j 

0  =  dV"  +  A "'g+'^C  +  B'"ï)V  +  C'"  +  D y- cp  +  T"'^t2J 

En  de  integralen  dezer  uitdrukkingen  zijn  weder,  voor  zoo  ver  de  termen  der  eerste 
orde  betreft,  als  namelijk  T,  T',  T"  en  T'"  =  o  ondersteld  worden: 

j/1  =F  Sin.  (pt+ o)  +  G-  Sin.  (q  t  -j-  b)  4  H  Sm.  (r  t  4  r)  4  f  Sin.  ( s  t  -j-  d)\ 

<p'  =F'  Sin.  (pt  +  a)  4-  G'  Sin.  ( q  t  -{-  b)  4-  H’  Sin.  (r  t  4  c)  -j-  I'  Sin.  (s  t  4  d)  | 

q>"  =F"  S*7».(p/+a)+<r  Sin.  (qt+b)  +  IT  Sin.  (r/  +  c)+L  Sin.  (s  t  +  d)  f  ”  ^ 

(p,»=F'"5m.  (p/4-  a)  +  G+'  Sin.  (qt  +  b)  +  H^'  Sin.  (r  t  +  c)  +  1"'  Sin.  (s  t  +  d)  j 

De  waarde  der  getallen  p,  q,  r  en  s  moet  nu  echter  door  het  oplossen  eener  vierde- 
magts  vergelijking  gevonden  worden,  waarna  de  onderlinge  betrekking  der  groothe¬ 
den  F,  der  grootheden  G  enz.  gevonden  wordt.  Men  vindt  dan  ook  weder,  dat  de 
niet  onderhaalde  coëfficiënten  in  (9')  klein  blijven  in  vergelijking  van  de  onder¬ 
haalde  ;  waaruit  volgt,  dat  ook  voor  balansen,  die  in  scharen  hangen,  de  beweging 
van  het  juk  het  naast  met  die  van  eenen  slinger  overeenstemt,  omdat  in  de  uit¬ 
drukking  voor  in  (9')  slechts  ééne  grootheid,  te  weten  F,  onderhaald  is;  maar  dat 
in  de  beweging  der  schalen  de  minste  regelmatigheid  aanwezig  is.  — 

Gaan  Nvij  thans  over  tot  de  ontwikkeling  van  de  termen  der  tweede  orde.  — 
Volgens  de  voorgaande  formulen  zijn  G  en  H  reeds  van  die  orde,  en  dus  ook  even 
zoo  de  producten:  G6’os.  b ,  Q  Sin.  b ,  H  Cos.  c  en  H  Sin.  c,  waarvan  de  differentialen 
in  de  uitdrukkingen  (12)  voorkomen.  Daar  wij  ons  nu  alleen  tot  de  termen  der 
tweede  orde  bepalen,  zoo  kunnen  deze  producten  als  standvastig  aangenomen  wor¬ 
den,  waarvan  dan  geene  differentialen  bestaan.  Dien  ten  gevolge  wordt,  volgens  (13), 
in  onze  tot  de  tweede  orde  beperkte  ontwikkeling,  M  =  o  en  O  =  o.  Dit  zelfde 
kan  ook  nog  uit  de  volgende  beschouwing  blijken: 
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F' 


H 

H~ 


F" 

F 

Sin.  i' 


G' 


LaaL  F  =  *  ’  F  =  ’  g  = 


Go.?.  X  G  Sin.  l 

“r-  ’  G"  =  + 


H" 

en  r  =  + 


Cos.  V 


ZIJD, 


N  +  M  +  O  == 


dan  stellen  de  letters  i  alle  zeer  kleine  breuken  voor,  en  wij  zullen,  volgens  (14) 
en  (16),  hebben  : 

T 

Cos.1  Sin.  X'  T'  Sin.  X  Cos.  X'  T" 

_  _  M  _  —  O  =  -  jrt,  i'N  +  —  M  +  —  O  -  - 

De  beide  laatste  vergelijkingen  geven: 


(  T  )  (  T" 

s"  j. — 1  — 


M  Cos.  ft  +  X')  =  i"  j—  _  iNjCte.  V  4-  +  »'Nj  Sin.  1' 

O  Gos.  (X-j-V)  =  —  —  il$)sm.  x  —  4-  »'N j  Go*.  > 

(A  y  i  (A  g  ) 

Merkt  men  nu  op,  dat  in  alle  gevallen  (X  4~  X')  een  kleine  boog  is,  en  dus  ook 
Cos.  (X  -|“  X')  nabij  gelijk  aan  de  eenheid,  dan  volgt  dat  M  en  O  steeds  zeer  klein 
met  betrekking  tot  T'  en  T"  zijn.  — Op  deze  wijze  herleiden  zich  de  vergelijkingen 
(16)  alleen  tot  de  volgende: 

T 


H  r  =  °' 


Dus  is,  volgens  (18): 


—  — —  =  R  -{-  R'  Sin.  (ut  4~  w)  -f”  R"  Sin.  [ut  4*  »')  +  enz. 

A  g 

en  volgens  (19): 

x'  —  R  4-  R'.  - -  Sin.  (ut  4-  »)  4“  ~T^~ — 77  Sin.  U‘ t  4*  n')  4-  enz. 

pl  — u2  ’  p2  - fl  1  x  ‘  '  1 

Want  in  de  onderstelling :  M  en  O  gelijk  nul ,  verdwijnen  de  verdere  termen  der  ont» 
wikkeling  van  x'. 

Nu  is,  volgens  de  vergelijkingen  ( a' )  en  (8) : 

M 


A 


r  Cr  4-  «2  (Q  +  Q') 
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ah  Q  f 

c)2  qp' 

,ÖV  /dv'Vi 

611  1 

P 

G  +  o2  (Q  +  Q')  p 

■  Tï2 

*  dt2  \ï)tJ  1 

«*'  ö  f 

d2<p" 

,,dV'  fdqp'V  | 

P  1 

G  +  (Q  +  Q')  lv' 

dt2 

<M2  “  \*t)  i  5 

dus  is : 

— 

T 

Tg 

ahQ  r  c)2  qp' 

=  “  ¥7  r  ~W 

—  q>‘ 

d2  <p'  /dqp'V  ] 

ö/2  \  c j 

a  h‘  Q'  (  ö2  qp" 

+  Mg  r  dl2  “  1 

„  ö2  qp"  /d<jP"Y2J 

d  t2  ) 

Nemende  uit 

(9) 

de 

waarden  van  xp,  qp' 

en  qp" 

,  heeft  men,  als,  ter  bekorting, 

pl  -j-  a  =  p' 

,  qt 

+ 

h  =  q  en  r  t  -j-  c  ■ 

=  r'  geschreven  wordt: 

■xp 

—  F  Sin.  p'  -f-  G 

Sin.  q' 

-j-  H  Sin.  r'  , 

cp' 

=  F'  Sin.  p'  +  G' 

Sin.  q' 

-{-  H'  Sin.  r'  , 

v" 

=  F''  Sin.  p'  +  G" 

Sin.  q' 

-j-  H"  Sin.  r'  . 

Hieruit  vindt  men,  door  te  differentiëren,  in  de  onderstelling:  dat  alleen  t  veranderlijk 
is,  en  door  verdere  behoorlijke  ontwikkeling  en  herleiding: 

ö2qp'  è2<jp'  füv'Y 

lp  -  v'  ~W  -  VW 

=  —  !{p2FF'-{-g2  GG'  -j-  r2ÏÏH' —  p2  F'  (F  —  2  F')  Cos.  2  p' —  q*  G'(G—  2G')  Cos.lq' 

—  r2H'(H—  2E‘)Cos.2r' 

+  [(ƒ>  +  9) 2  F'  G'  —  p2  F'  G  —  q2  F  G’]  X  [Cos.  (p‘  +  q‘)  —  Cos.  (p‘  —  q‘)] 

+  [{p  +  r)2  F'  H' —  p2  F'H  —  r2  F  H‘]  X  [Cos.  (p'  +  r')  —  Cos.  (p' —  r')] 

+  [(j  +  rl’GT-j’CH  —  f’Gff]  X  [Cos.  (?'  +  r')  —  Cos.  (?'  — r')]}  . 


Ö2  <J.' 


,  d2  <P" 


(©' 


Op  dezelfde  wijze  bekomt  men  ook  de  waarde  van  i/>  —  qp"  — 

of  anders  door  alleen  in  de  bovenstaande  uitdrukking  F',  G'  en  H'  in  F",  G"  en  H" 
te  veranderen. 

«Q  uQ'  .  T 

De  factoren  —  en  -rz— ,  die  in  de  uitdrukking  van  -r  voorkomen,  kunnen  nog 

lil  lil  ix 

ip  eene  andere  wijze  geschreven  worden,  waarbij  hun  beloop,  dat  aanmerkelijk  is, 
beter  in  bet  oog  valt.  —  In  (6)  hebben  wij  gevonden: 

=  {(Q  -f  Q')  a  Sin.  cc  +  GZ» } 2  +  (Q  —  Q')  «2  Cos.2  «  , 

(Q  —  Q')  aCos.u 

en  Tan,J-  P  =  GA  +  (Q  +  Q')  «  ; 

o  (Q  —  Q')  Q  —  Q' 

dus  is  ook,  zeer  nabij :  Tang.  /3  =  - jjj -  ,  en  M  =  a  'jm^  ^  • 


4 
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Het  verschil  tusschen 


oQ' 

~w 


kan  verwaarloosd  worden ;  alzoo  hebben  wij  : 


a  Q 


oQ'  Q 
M  Q-Q' ‘ 


Tang.  /?. 


Laat  nu  elk  deel  van  den  boog  of  schaal,  waar  langs  de  tong  of  aanwijzer  der 
balans  loopt,  n  minuten  graads  bedragen,  en  laat  er  een  getal  van  w  milligrammen 
benoodigd  zijn  om  eenen  doorslag  van  zulk  een  deel  aan  de  balans  of  liever  het  juk 
te  geven,  wanneer,  regts  en  links,  elk  hangpunt  met  Q  kilogrammen  belast  is,  dat  is, 

zij  :  één  deel  van  den  boog  =  n  minuien  graads, 

overwigt  voor  eenen  doorslag  van  één  deel  op  den  boog  =  w  milligrammen, 

schaal  -f-  belasting  =  Q  kilogrammen ; 


dan  is : 


dus: 


Q  1000000  O 

q~1_q,  Tang.  p  =  - - -  X  Tang.  n 

Q 

=  ~  X  n  X  1000000  X  Tang.  1'; 
oQ  Q 

—  =  *  -  291  X  n  X  ~  . (25) 


Wij  bekomen  alzoo  ten  laatste: 

f  h  h‘  1 

R  =  u\ïr{p2  FF'  +  q 2  GG'  -f-  r2  HH')  —  —  (p2  FF"+  g2  GG*'+  r2  HH")  \ 
l  —  £7  2//  J 

f  /*  h'  1 

R1  =— w|2-p2F'(F  —  2F')  —  YyV1  F"  (F—  2F,,)|  .  .  .  («  t  +  n  =  90°—  2(pt  +  a) 
f  h  h'  ) 

Rn  =_M|—9iG'(G— 2G')— — 92G"(G  — 2G,,jj  .  .  .  fl' t  -f  »'=  90Q—  2  (qt+  b) 
Rui  =  — 2H')  —  ^-r2H''(H— 2H")1  .  .  .  <£t'' * -f  »"=  90°—  2(r<  +  c) 
riv  =  +  w[^[(p+9)2F'G#— P2F'G— «?2FG']  — ^[(p-l-^2F,G»-p2F,,G~^3FG',]J  , 


RV  =  — RIV; 


uln  t  -f  «ut— go0 —  (p  +  q  1 4-  a  +  b),  t  -j-  n™  =  90°— 


(P 


—  qt-\-a — Z>) 


Rvx  =  +  «|^[(p+r)2F,H,~p2F'H— r2FH']— ^[(p+r)2F"H,,-  /;2F',H-  r2FH"]j  , 
ryu  -=  —  Rvi ;  /tv«-j-nv=90°—  (p  +  W  +  a  +  c),  u^t—n™  =  90°—  (p -  r /  +  c .  c) 

Rvni=  +  «  2  Cr*H'— y 2  GH— r 2  GH']  —  ~-[{q+r) 2  G"H''-qf 2  G"H-r 2  GH"]  |  , 

_  _ 

RIX  =  —  Rvm;  avn/  +  nvn=90°—  (q+rt+b-\-é),  nymt-t-nym=90°—(q—rt+b—c) 
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Zoodat  wij  voor  x',  of  de  ontwikkelde  uitdrukking  (19),  vinden: 

*'  =  R  +  ^^^Cos^pt+aJ+R^^Cos. 2(gt+b)+^<y^--  Cos.  2  (,/+,) 
+  R,V  {p7-(p  +  (,)*  Cos-  (fut+a  +  b)  -  pl_P{p_l)iCo,.(p=jt+a-b) j 
+  RT‘  |pl_(p  +  f)»  Cos-  (F+ït+a  +  e)  —-^-^~^Cos.(J=rl+a—c) 


+  RVm  ]  “  7  j  yr^OS.  (q  -  j-  T  t  -  j-  b  -f-  c)  7.  7  j  TT  COS  .(ü C )  ( 

\p2— (?+r)2  V1— (<l+r)*  W  r 


Wij  kunnen  in  deze  uitdrukking  nemen: 

V 2  =  A</  ,  q~  =  A 'g  ,  r 2  =  A#,y, 

en  voorts,  omdat  A  zeer  klein  is,  kunnen  wij  de  tweede  magt  dezer  grootheid  hier 
verwaarloozen.  Aldus  wordt: 

p2  ,  P 2  ,  A  p1  (  A 

P2  —  4  p2  ~  ~  7  ’  />2  —  4  tf2  “  —  T  A'  ’  ^-4r2-_T  A"  ’ 


V2 

p2—  (p  +  q)2 


p2 

p2  —  (p  +  r)2 


...  *». . . 

p2~{p  —  q)2  A'  *\av'  ’ 

P2  4 

p2—  (p  —  r)2~  A"  VA/  ’ 


A 


p2 


—  (9  +  r)2 


(l/  A'  4-  v/  A")>  ’  p2  —  (q  —  r)2 


(v"  A'  —  1/  A")2  — A 


De  laatste  breuk  kan  in  enkele  gevallen  eene  aanmerkelijke  waarde  bekomen,  na¬ 
melijk,  als  (i/A'  —  \/  A")2  zeer  nabij  gelijk  aan  i/  A  wordt. 

Wanneer  wij  verder,  in  R,  A2  en  k  verwaarloozen  en  van  R1,  Rn,  R111  enz.,  alleen 
die  termen  behouden,  welke  van  de  tweede  orde  zijn,  dan  komt,  na  eenige  herleiding  : 

R  =  —  ^  u2  A.A'  {hCos.  X  -f  h'  Sin.  >}  L2  /? 

—  i  u2  A.A"  {/i  Sin.  X  +  h'  Cos.  *'}  L2  {3, 

4¥ 


(27) 
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—  i  R1  =  o  , 

A 

-  =  —  \u  A  [hCos.  2  \  —  h' Sin.  2  X}  L2  , 

A 

—  Tj7jRm  =  —  \u  k  {h  Sin.  2  X'  —  h'  Cos.  2  X'}  L'2  , 

A 

—  i  ^tRiv  =  +  A  {hCos.  X  +  h'  Sin.  >  }  L  F  , 

A 

—  tJ7;Rvi  =  —  ±uA  [hSin.  V  +  h!  Cos.  }  L'  F  , 

A 

—  Xvi'+VU'Y  RVIII=1  t  u  ^  V1  C°s- *  Sin.  X'  —  h'  Sin.  X  Cos.  X' } 


L  L'. 


(28) 


Brengen  wij  deze  waarden  in  de  uitdrukking  (27),  en  nemen  wij  tevens  uit  (23)  de 
termen  over  van  de  eerste  orde  der  slingering  van  het  juk,  dan  komt  eindelijk  voor 
de  waarde  van  cp  —  \p  -{-  /?  van  den  doorslag  der  balans  op  eenig  oogenblik,  dat 
aangewezen  wordt  door  t: 


?>  =  /?{  1— I  w2  AA'  (A  Cos.  \  +  h'  Sin.  X)  L2  —  \u 2  A  A"  (/*'  Cos.  X'  -f  h  Sin.  y)  L'2 } 
-f-  F  Sin.  (p  t  4-  n) 

A' 

'  u  ^  (/?+«)  Cos.  *  +  h'  (/? — *)  Sin.  l}  LX  Sin.  ( qt-\-b ) 

i  A" 

+  u  A.~ (A  (/?+«)  Sin.  X'  -f-  h'  (/? — «)  CW.  X'}  L'  X  Sin.  (r  t-\-c ) 

■{«A  [hCosAl  —  h'  Sin. 2  >}  L2  X  2  (qt  -f  b) 

:  (_  |  A  {  A  Sm. 2  X'  —  A'  Cos. 2  X'}  L'2  X  Cos.  2(rt  +  c) 

( -{-  y  w  A  {  A  Cos.  X  -|-  A'  Sm.  Xj  LF  X  {Cos.  (p-\-qt-\-a-\-b)  —  Cos.  [p — qt-\-a — b)) I 

(—  i»A  {A  Sin.  X'  — |—  h'Cos.  X'}  L'FXj^.  (p+r  t+a+c)— Cos.  c)}| 

u  A  { A  Cos.  X  Sin. X' —  A'  Sm.  X  Cos.  X']  LL'  X  Cos.  (<7  +  r  *  +  ^  +  c) 

—  i  «  A  (l/  A'  +  9  -..  { A  Cos  A  Sin  A’ — A'Sm.XC'os.X'ILL'X  Cos.(£^rt+b—e)  I 

T  (,/A'— l/A")2— Al  '  -r  )) 


\(29) 


Onderstellen  wij  nu  nog  het  bijzondere  geval,  dat  bijna  of  volkomen  A'  =  A"  en 
A'  ==  A  is,  dan  wordt  de  bovenstaande  formule  : 
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qp  =  P  J 1  —  i  u*  A  A'  h  [(Cos.  X  +  Sin.  X)  L2  -J-  {Cos.  x'  +  Sin.  y)  L'2]  } 
+  F  Sin.  (p  t  +  «) 


A.  ^/_a  ((/?+«)  X  +  (/?—«)  &».  x|  F  X  Sin.  {qt  +  b) 


A'h 


I  +  m  A.  ^  |(/3-|-a)  lSmj.X'  +  (/? — a)  Cm.*'}  L'X  »SÏM.  (r  J  +  c) 

( — \  u  Ah  jCos.2  X  — Sin.2  X  J  L2  X  Cos.  2  (q  t  4-  b)  )(30) 

( —  t «  A/i  |Sï».2  X'  —  Cos.2X' j  L'2  X  ^*05.  2  (r  t  +  c) 

-f-  £  Ah  |  Cos.\  Sin.  X  j  L F  X  ]^Cos.{p-\-q  t-\-a-\-b) — Cos.[p — + 

—  4  u  A h  | Sin.  X'  -f  Cos.  X'j  L'FX  {Cos.(p-\-r  t-{-  a-\-c) —  Cos.(p — rt-\-a — Z»)|| 

—  4  u  A/i|iSm.  (X  —  X')  |  L  L'  X  Cos.  {q  -\-  r  t  b  c) 

A'A  jiSïn.  (x  —  X')}  L  L'  X  Cos.  {q  r  t  -\-  b  —  c ) 


‘l 


+ 

3rbij 

en  Tang.  X  = 


Hierbij  valt  op  te  merken,  dat,  als  volkomen  A'  =  A"  en  h  =  h'  is,  ook  X'  =  —  X  wordt, 
/?  —  a 

;  alsdan  verdwijnt  van  de  standvastige  termen  die,  welke  met 
waarin  <x  —  o  is  aangenomen,  —  en  van  de  termen 


P  +  « 

L'2  vermenigvuldigd  wordt, 

(1)  de  tweede. 

Onderstellen  wij  in  deze  vergelijking  pt  -f -  a  —  90°  +  p  t',  en  V  eene  zeer  kleine 
grootheid,  hetgeen  bij  het  uiteinde  van  eene  der  slingeringen  van  het  juk  plaats 
heeft,  dan  wordt  Sin.  ( pt  -j-  «)  =  1  —  4  P2  ^a>  en  wij  zullen  hebben: 

<p  =  0  { 1  —  |  u-  A  A'  h  ((Cos.  1  +  Sin. >.)  L1  +  {Cos.  V  +  Sin.  V)  L'1')  J 
+  F(l  —  ip2C*) 

( —  «A.J7 — A  {(/?+«)  Cos.  X  +  (/j — a)Sin.  X}  L  Sin.(qt  +  b) 

1  T 

(-f-  u  A.  A< — ^ 1  (/?+«)  St».  X'+  (/? — a)  Cos.  X'  ]  L'  »Sïn.  (r  J  +  c) 


—  \uAh  {Cos*  1  — Sin2  X}  L2  X  Cos.  2  (g  *  +  b) 

—  \u  Ah  {Sin.2  X'  —  Cos.2  X'}  L'2  X  Cos.  2  (r  <  +  c) 

—  4  u  A  h  { Cos.  X  -l-  Sin.  X  J  L  F  Sin.  (q  t  +  b) 

4-  y  u  A  h  {Sin.  X'  Cos.  X1  ]  L'F  Sin.  (r  t  +  c) 


>(31) 


j  —  4  u  Ah  (Sm.  (X  —  X'J}  L  L'  Cos.  (q  +  r  t  b  c) 
( 4-  4  «  A'h  [Sin.  (X  —  X')}  L  L'  Cos.  (q—^r  t  b —  o) 


4 
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De  termen  (1)  en  (3)  vereenigen  zich  alzoo  in  dit  geval  en  maken,  gedurende  eenen 
korten  tijd,  slechts  een  enkel  paar  termen  uit. 


Gevolgen ,  die  uit  de  voorgedragene  theorie  kunnen  ivorden  afgeleid. 


Uit  het  voorgedragene  volgt,  vooreerst,  dat  de  beweging  eener  balans  in  de 
hoofdzaak  overeenstemt  met  die  van  een  zamengestelden  slinger,  maar  dat  deze 
beweging  voortdurende  gestoord  wordt  door  kleine  slingeringen,  die  aan  het  juk 
door  de  beweging  der  schalen  worden  medegedeeld,  en  omgekeerd.  In  zoo  verre  kan 
de  beweging  van  het  juk  eener  balans  vergeleken  worden  met  de  beweging  van  de 
planeten  om  de  zon,  die,  door  hare  onderlinge  aantrekking,  nevens  de  hoofdbewe¬ 
ging,  ook  voortdurende  genoodzaakt  worden,  kleine  afwijkende  bewegingen  te  maken. 

De  tijd,  waarin  eene  hoofdslingering  van  het  juk  volbragt  wordt,  wordt  gevon- 

7T  n 

den  door  de  vergelijking  pt0  —  n,  waaruit  l0  =  —  =  -  — . . 

V  V  gz. 


Daar  nu  z,  ingevolge  (21),  kleiner  is  dan  A,  en  daar  -  :  de 

VgA 


tijd  eener  slingering 


van  het  juk  zoude  zijn,  indien  de  gewigten  en  schalen  Q  in  de  eindmessen  gelegen 
waren,  zoo  volgt  dat  de  tijd  van  slingering  van  het  juk  iels  verlengt ,  doordien  de 
schalen  onder  de  eindmessen  hangen.  Gemiddeld  dus  is  de  beweging  van  het  juk  iets 
trager  door  de  werking  der  hangende  schalen.  —  Het  omgekeerde  heeft  plaats  met 
betrekking  tot  de  beweging  der  schalen;  want,  zoo  deze  om  vaste  hangpunten  slin¬ 
gerden,  dan  zoude  men  hebben,  tt  en  1 2  de  tijden  der  slingeringen  voorstellende  : 


71 

Vo  A' 

nu  echter  is  het: 


t* 


l/srA"  ; 


TT  n 


en  volgens  (22)  is  z'  A'  en  z"  A". 

De  slingertijden  der  schalen  zijn  dus  een  weinig  verkort,  en  de  bewegingen  alzoo 
gemiddeld  iets  versneld. 

Wij  zullen  de  bewegingen,  die  het  juk  volbrengt  ten  gevolge  van  de  slingerin¬ 
gen  der  schalen,  gedeeltelijke  slingeringen  noemen.  — De  gedeeltelijke  slingeringen  van 
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het  juk  blijven  voor  de  waarneming  onmerkbaar,  zoo  lang  de  snelheid  van  bet  juk 
als  slinger  de  overhand  boven  de  verstoringen  behoudt;  zoodra  evenwel  het  juk  bijna 
tot  stilstand  is  gekomen,  aan  het  uiteinde  eener  slingering,  dan  worden  de  gedeelte¬ 
lijke  slingeringen  zigtbaar,  gelijk  dit  door  de  ondervinding  allezins  bevestigd  wordt. 
Volgens  (31)  zijn  de  gedeeltelijke  slingeringen  dan  zelfs  uitgebreider.  —  Zoo  lang 
y  P*  t'2,  in  (31),  kleiner  is  dan  de  som  van  alle  volgende  termen  dier  formule,  zal 
het  juk  eene  kleine  been-  en  wedergaande  beweging  hebben.  Die  bewegingen 
kunnen  echter  in  verschillende  omstandigheden  meer  of  minder  uitgestrekt  zijn,  al 
naar  de  verschillende  waarden  en  teekens  der  toegevoegde  standvastige  grootheden.  — 
Het  juk  dus  heeft,  nabij  de  uiteinden  der  hoofdslingeringen,  eenige  rustpunten,  als 
zoo  vele  maxima  van  uitwijking.  — •  Indien  V  het  grootste  beloop  van  de  som  der 
gedeeltelijke  slingeringen  voorstelt,  dan  zal  het  maximum  maxirnorum  der  uitwijkin¬ 
gen  van  het  juk  altijd  kleiner  dan  F  -f-  V  zijn. 

Al  de  termen  der  uitdrukking  (29),  behalve  de  tweede,  die  de  hoofdslingering 
voorstelt,  hebben  tot  factor: 

«2  !> 

a  Q  M  «Q  f-  G  w  1 

U  =  'F  X  pCr  4-2fl2  Q  =  f2  G  +  2  «2  Q  ^  ’  nU)  X  « 

1  'h  2  pra 

= ötf x  • 

Hieruit  volgt,  dat,  al  het  overige  gelijk  zijnde,  de  gedeeltelijke  slingeringen  kleiner 

f  G 

zullen  zijn,  wanneer  -  grooter  wordt,  wanneer  a  grooter  wordt,  en  ook  als  —  toe¬ 
neemt.  —  Het  is  dus  voordeelig,  niet  alleen  de  lengte  maar  ook  de  breedte  der 
jukken  te  vermeerderen,  en,  tenzij  de  wrijving  te  zeer  toeneme,  dan  zijn  zwaardere 
jukken  heter  dan  ligtere. 

Alle  termen  der  uitdrukking  (30),  —  met  uitzondering  van  den  tweeden  term, — 
hebben  ook  nog  den  factor  h.  De  gedeeltelijke  slingeringen  zullen  dus  ook  kleiner 
worden  als  h  kleiner  wordt,  het  overige  onveranderd  blijvende.  Het  is  alzoo  beter 
de  schalen  aan  korte  koorden  of  kettingen  te  hangen  dan  aan  lange.  3Ien  geve  aan 
deze  koorden  of  kettingen  geene  meerdere  lengte  dan  noodzakelijk  is,  om  de  gewigten 
en  het  te  wegene  geschiktelijk  op  de  schalen  te  kunnen  plaatsen.  Indien  h  =  o 
konde  genomen  worden,  dat  heet,  indien  de  zwaarte  punten  der  belaste  schalen  in 
de  hangpunten  of  eindmessen  konden  gebragt  worden  —  hetgeen  echter  ondoenlijk 
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,s  —  Jan  zouden  alle  gedeeltelijke  slingeringen  geheel  verdwijnen.  Zeer  kleine 
waarden  van  h  zouden  echter  die  gedeeltelijke  slingeringen,  en  wel  in  meer  dan 
gewone  mate,  kunnen  daarstellen;  want,  daar,  b.v.  de  termen  (l)  der  formule  (30), 
tot  factor  hebben: 


kh 

A'-A 


A/t2 


h  —  k  (/i2-j-e2) 


e- 


4-  {/  1 — 4  A2  c2 


2  A 


'<)  x 


1  _  ^  i_4  A2  c2 
2  A 


700  ziet  men,  dat  h  niet  gelijk  mag  zijn  aan 


1  -i/l— 4A2c2 

2  A 


of  nabij  Ac2  mag 


worden,  zonder  dat  de  genoemde  factor  zeer  groot  wordt.  —  Even  zoo  is  het  gele¬ 
gen  met  de  factoren  der  volgende  termen,  want  b.  v.  de  factor  {  kuh  der  termen 

.  .  ,  k'h  h1 

2)  is  eigenlijk  \  u  k.  =  |  w  A.  — , ,  A  +  ;  h  mag  dus  ook  met 

nabij  gelijk  aan  j-Ac2  worden,  zonder  dat  deze  factor  zeer  groot  wordt. 

Daar  evenwel  A  zeer  klein  is,  zoo  zijn  alle  deze  Avaarden  als  Ac2,  —  ten  zij 
c  overmatig  groot  ware,  —  zoo  gering,  dat  men  bij  de  toepassing  nimmer  bevreesd 
behoeft  te  zijn  daartoe  te  zullen  komen.  —  Men  ziet  evenwel,  dat  het  iets  beter 
is  kleine  schalen  te  kiezen,  waardoor  c  vermindert,  dan  grootere.  —  De  regel  moet 
dus  zijn,  het  juk,  zoo  ver  eene  geschikte  zamenstelling  toelaat,  uit  te  breiden,  maar 
de  schalen  en  hetgeen  er  op  gewogen  wordt,  daarentegen  in  te  krimpen  en  na  bij  de 
hangpunten  te  brengen.  Eene  groote  bezorgdheid  is  hierbij  echter  overbodig. 

Tot  de  termen  van  de  uitdrukking  (29)  en  (30),  die  eenige  meerdere  opmerk¬ 
zaamheid  verdienen,  belmoren  de  eerste  en  de  laatste.  De  eerste  is  bij  elke  weging 
geheel  standvastig,  (maar  veranderlijk  van  de  eene  weging  op  de  andere),  en  het 
blijkt,  dat  de  stelling,  om  welke  de  bewegingen  van  het  juk  gemiddeld  plaats  hebben, 
door  de  slingeringen  der  schalen  iets  nader  hij  den  horizontalen  stand  ligt,  dan  zonder 
die  slingeringen  zoude  plaats  hebben.  De  doorslag  /?  zal  dus  gemiddeld  iets  (hoe 
weinig  ook)  kleiner  waargenomen  worden,  dan  bij  geheel  stil  hangende  schalen  het 
geval  zoude  wezen.  Deze  vermindering  van  den  doorslag  is  aanmerkelijker  naar 
mate  de  balans  gevoeliger  is;  want  de  factor  ^  u 2  kk'h  is  gelijk  aan: 


«  X  A  X  A'/i  =  u  X 


f*G  +  2  a2  Q 


X 


/i2 

/i2  +  c2 


en  dus,  het  overige  gelijk  zijnde,  evenredig  aan  u,  dat  is  aan  de  gevoeligheid  der 
balans  (zie  (25)).  Daar  nu  de  standvastige  of  eerste  term  der  formule  (30)  of  (31) 
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verdwijnt  als  ft  =  o  is,  zoo  volgt,  dat  liet  altijd  beier  is,  en  vooral  bij  gevoelige 
balansen,  om  den  doorslag  J3  zeer  klein  te  maken. 

Eene  kleine  waarde  van  p  heeft  nog  bovendien  het  voordeel,  dat  daardoor  de 
termen  (1)  zeer  klein  worden,  en  dat  in  het  algemeen  ook  de  termen  (3)  verkleinen ; 
want,  ten  zij  dat  A'  volkomen  =  A"  is,  dan  worden  >  en  V  kleiner  met  p. 

De  laatste  term  der  formule  (30)  is  daarom  opmerkelijk,  omdat,  gelijk  reeds 

(l/A'+l/A")2 

pag.  89  is  aangemerkt,  de  factor  - - - -  in  enkele  gevallen  zeer  groot  kan 

\V  A — i/A")2 — A 

worden.  Laat  t0  de  tijd  zijn,  waarin  het  juk  eene  slingering  zoude  volbrengen  als 
de  massa’s  der  schalen  en  gewigten  in  de  hangpunten  vereenigd  waren;  tA  en 
de  tijden,  waarin  de  belaste  schalen  zouden  slingeren,  als  zij  aan  vaste  punten  wa¬ 
ren  opgehangen,  dan  zullen  wij  hebben : 


V  A  = 


V9 


ï/  A'  =  —  .  — 

VO  ti 


dus  : 


Nu  stelle  men :  —  —  —  =  (1  +  x)  —  , 

»  1  t  2 

of  —  -°-  =  1  -f-  a?  ; 

1 1 

dan  zal,  ingeval  x  een  zeer  klein  getal  is,  de  voornoemde  factor  zeer  groot  worden.  — 
Zoo  het  dus  gebeurt  dat,  terwijl  de  schaal  Q  j-  slingeringen  doet,  de  andere  schaal 

*i 

omtrent  juist  ééne  slingering  minder  of  meerder  volbrengt,  dan  zal  er  zich  in  de 
beweging  van  het  juk  eene  onregelmatigheid  kunnen  voordoen.  —  Hierbij  valt  echter 
op  te  merken,  dat,  daar  nu  niet  A'  =  A"  is,  ook  X  en  V  met  |3  en  a  gelijktijdig  nul 
worden ;  zoo  dat  dan  ook  de  laatste  term  der  uitdrukking  (30)  met  deze  grootheden  te 
gelijk  verdwijnt.  De  veranderlijke  boog  (q  —  rt  +  b  —  o)  van  den  laatsten  term  neemt 
in  het  algemeen  zeer  langzaam  toe,  omdat,  bij  bijna  gelijke  waarden  van  h  en  h', 
q  —  r  eene  kleine  grootheid  is.  Hieruit  wordt  dus  eene  slingering  geboren,  die  eerst 
na  eenen  aanmerkelijken  tijd  volbragt  is.  Wordt  toevallig  q  juist  =  r,  dan  wordt 
de  laatste  term  geheel  standvastig.  Deze  laatste  term  verdwijnt  echter  ook,  wan¬ 
neer  eene  der  grootheden  L  of  L'  =  o  wordt,  en  schoon  dit  zeer  toevallig  zoude 

5 
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zijn,  zoo  zal  toch  in  vele,  of  de  meeste  gevallen  waarin  A'  nagenoeg  =  A"  is,  het 
product  LL'  zeer  klein  zijn.  —  Stellen  wij  toch  A'  =  A",  dan  worden  de  bewegin¬ 
gen  der  schalen,  voor  zoo  ver  de  termen  der  eerste  orde  betreft,  volgens  (25), 
nagenoeg  voorgesteld  door: 

qpy  =  L  Cos.  \  Sin.  (q  t  4-  b)  +  L'  Sin.  1  Sin.  (r  l  +  c) 

<p"  —  —  L  Sin.  >  Sin.  (q t  +  b)  -f-  L'  Cos.  1  Sin.  (r  t  c) 

Waarbij  dan  zeer  na  q  =  r  is. 

Gebeurt  het  nu,  dat  beide  de  schalen  bijna  gelijktijdig  in  tegengestelde  rigtingen 
slingeren,  dan  moet  L'  klein  zijn;  slingeren  zij  daarentegen  omtrent  gelijktijdig  in 
dezelfde  rigtingen,  dan  moet  weder  L  klein  wezen,  ten  minste  zoo  de  uitgebreidheden 
der  slingeringen  omtrent  gelijk  zijn. 

Het  laatste  geval,  A'  =  A"  en  L  —  o,  is  merkwaardig,  omdat  dan,  volgens  (31), 
zeer  nabij  =  /3  -f-  F  Sin.  ( pt-\-a )  wordt. 

De  standvastige  term  wordt  toch  alsnu  =  /3;  de  termen  (1),  de  termen  (4),  de  eerste 
term  (2)  en  de  eerste  term  (3)  verdwijnen;  en  de  tweede  termen  (2)  en  (3)  worden 
klein,  omdat,  (a  in  het  algemeen  zeer  klein  zijnde,)  nu  ook  X  omtrent  =  —  45’ 
is.  Het  geval,  dat  L '  =  o  onderstelt,  is  op  verre  na  zoo  gunstig  niet.  Men  ziet 
dus,  dat  het  voor  de  regelmatige  beweging  van  het  juk  voordeeliger  is,  wanneer  de 
beide  schalen  gelijktijdig  in  dezelfde  rigting  slingeren,  dan  wanneer  zij  dit  gelijk¬ 
tijdig  in  tegengestelde  rigtingen  doen. 

Wanneer  men  onderstelt,  dat  de  beide  schalen  door  eene  onbuigbare  lijn  aaneen 
verbonden  waren,  zoo  dat  altijd  qp'  =  cp"  zoude  wezen,  dat  daarbij  h  —h',  Q  =  Q' 
en  «  =  o  was,  dan  zoude  het  juk  volkomen  als  een  zamengestelde  slinger  zich 
bewegen,  gelijk  dit  uit  de  vergelijking  ( a )  volgt,  wanneer  men  daarin  de  boven¬ 
staande  onderstellingen  overbrengt.  Wanneer  h  —  h',  Q  —  Q'  en  «  slechts  kleine 
grootheden  zijn,  dan  nog  zoude  zeer  nabij  hetzelfde  plaats  vinden. 

Het  besluit  dezer  beschouAving  met  betrekking  tot  het  wegen  zelve  is,  dat  het 
altijd  doeltreffend  is,  den  doorslag  /3  klein  te  laten,  en  te  zorgen  dat  de  schalen 
zoo  stil  mogelijk  hangen;  en  dat  hierop  te  meerder  dient  gelet  te  worden,  naar  mate 
de  balans  gevoeliger  is.  Tevens  blijkt,  dat  er  enkele  bijzondere  gevallen  bestaan 
kunnen,  waarin  de  beweging  van  het  juk  meer  of  min  van  de  gewone  regelmatig¬ 
heid  kan  afwijken. 

De  meeste  der  boven  afgeleide  gevolgen  waren  reeds  door  de  ondervinding  ge¬ 
noegzaam  aangewezen,  en  dus  bekend;  eene  theoretische  afleiding  er  van  is  echter, 
zoo  ver  ik  weet,  elders  nog  niet  gegeven  geworden. 
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Balans  zonder  schalen ,  of  h  —  h'  =  o. 


Indien  wij  ons  de  gewigten  Q  in  de  hangpunten  A  en  B  vereenigd  denken,  dan 
kan,  met  betrekking  tot  de  eigenschappen  der  balans,  nog  het  volgende  opgemerkt 
worden  • 


7 

Zij  I  de  lengte  van  den  enkelvoudigen  seconde-slinger,  dan  is  /  = 
wordt,  T  de  tijd  van  eene  slingering  van  het  juk  zijnde: 

‘  -  r  ■  G)‘ 

maar  wij  hebben,  volgens  (6),  zeer  nabij  : 

M  =  GZ>  +  2aQ  Sin.  «, 
a(Q-Q') 


dus 


en  volgens  (9): 
dus  komt : 

Q-Q' 


Tang.  0  = 


A  = 


M 


M 


M 


Tang.  p  a 


f*G  +  2a2Q’ 

A  (f'2G-\-2ai  Q)  1  /f1  G 


+  ■*«)(»)'• 


Wanneer  wij  weder,  als  in  (26),  Q  in  kilogrammen,  Q  —  Q'  in  milligrammen  en  q 
in  deelen  van  den  verdeelden  boog  der  balans,  waarvan  elk  n  minuten  graads  bevat, 
uitdrukken,  komt  : 


Q-Q' 

0 


291.  n 
l 


1 


X 


Het  eerste  lid  dezer  vergehjking  drukt  bet  aantal  milligrammen  uit,  dat  gevorderd 
wordt  om  de  balans,  bij  eene  belasting  van  Q  kilogrammen  in  elke  schaal,  één  deel 
van  den  verdeelden  boog  te  doen  doorslaan.  Zij  dit  aantal,  voor  m  kilogrammen  be¬ 
lasting,  voorgesteld  door  Wm,  dan  is,  Tm  den  overeenstemmenden  tijd  van  slingering 
uitdrukkende : 


/291.  /y2  G 


\  /  1  \2  N  / 1  \a 
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alzoo  wordt: 


1 


W,  =(P+P')X^, 


W 2  (P  +  2P  )  X  V7,  enz. 

Hieruit  volgt,  dat,  wanneer  P  en  P'  bekend  zijn,  men  uit  de  waarneming  van  den 
tijd  T,  W  kan  vinden.  P  kan  ligtelijk  door  uitmeting  gevonden  worden:  P  wordt 
gemakkelijker  door  waarneming  bepaald.  —  Daar  voorts  W  omgekeerd  evenredig  is 
aan  de  gevoeligheid  der  balans,  zoo  blijkt  ook  nog,  dat,  bij  eene  bepaalde  belas¬ 
ting,  (het  overige  hetzelfde  blijvende),  de  gevoeligheid  evenredig  is  aan  de  tweede 
magt  van  den  tijd  van  slingering.  Dit  besluit  gaat  bijna  volkomen  door,  onverschillig 
of  het  juk,  door  de  belasting  in  de  schalen,  doorbuigt  of  niet;  want  door  zulk  eene 
buiging  veranderen  de  grootheden  P  en  P'  genoegzaam  niet. 

Wij  hebben  ook  nog: 


dus  is: 


0  —  Q'  M  b 

7F - t  =  -=G.  -  +2Q  Sin.  « ; 

Tang.  pa  a  K  ’ 

Wm  =  291  n  (G.  —  +  2  m  Sin.  «) . 


Indien  door  de  zwaarte  der  belastingen  het  juk  doorgebogen  is,  dan  zijn  «  en  b 
door  die  doorbuiging  iets  grooter  dan  zij  zonder  haar  zouden  geweest  zijn.  Hierbij 
kunnen  wij  aannemen,  dat  de  vermeerdering  zoo  van  Sin.  a  als  van  b  evenredig  is 
aan  de  belasting  m  in  de  schalen.  Zij  dus: 
b  b' 

-  =  -  +  E m  ,  Sin.  «  =  Sin.  +  E 'm; 

d  Cl 

waarbij  E  en  E'  twee  zeer  kleine  getallen  voorstellen,  omgekeerd  evenredig  aan  de 
veerkracht  van  de  stof,  waaruit  het  juk  bestaat,  maar  overigens  functiën  van  de 
gedaante  van  het  juk;  dan  wordt: 

Wm  =  291.»  +  E?«j.  G  +  2  m  ^5ï».  +  2E '  »*)| 

b' 

=  291.  n.  -  G  +  291.  n.  (EG  +  2  Sin.  a')  m  +  291  n  X  -  E'.  m 1 

d 


=  A  +  B  m  +  Cm2. 
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Uit  deze  uitdrukking  voor  Wwl  volgt,  dat,  in  het  algemeen,  wanneer  de  belastingen 
m  in  eene  rekenkundige  reeks  toenemen,  de  getallen  W  eene  reeks  van  de  tweede 
orde  zullen  uitmaken.  Waren  E  en  E'  =  o,  dat  heet:  was  het  juk  onbuigbaar, 
dan  zouden  de  grootheden  W  slechts  in  eene  rekenkundige  reeks  aangroeijen.  —  Ook 
ziet  men,  dat,  naarmate  de  tweede  verschillen  der  grootheden  W  kleiner  zijn,  naar  die 
mate,  —  het  overige  hetzelfde  blijvende,  —  het  juk  meerdere  sterkte  of  stevigheid 
bezit.  Deze  tweede  verschillen  geven  dus  een  gereed  middel  aan  de  hand,  om  de 
sterkte  van  de  jukken  der  balansen  te  beproeven. 

Eindelijk  volgt,  dat,  als  de  belasting  toeneemt,  in  het  algemeen  ook  W  zal  toe¬ 
nemen  en  dus  de  gevoeligheid  verminderen. 


Over  den  tegenstand  der  lucht  tegen  de  beweging  eener  balans. 

De  tot  hiertoe  voorgedragene  theorie  onderstelt  de  beweging  van  het  juk,  even 
als  die  der  schalen,  geheel  vrij:  een  geval,  dat  in  de  natuur  niet  aanwezig  is.  De  wrij¬ 
ving  en  de  tegenstand  der  lucht  doen  de  bewegingen  van  juk  en  schalen  steeds  ver¬ 
minderen,  en,  bij  volkomen  rust  van  de  omringende  lucht,  eindelijk  geheel  op¬ 
houden.  Wanneer  de  messen  en  pannen,  gelijk  wij  aannemen,  goed  geslepen  zijn, 
dan  is  gewis  de  tegenstand  der  lucht  veel  aanmerkelijke!*  dan  die  der  wrijving.  Wij 
willen  alzoo,  ter  voldoening  aan  eene  opmerking  van  ons  zeer  geacht  .Medelid,  den 
Heer  R.Lobatto,  nog  kortelijk  nagaan,  hoedanig  de  beweging  eener  balans  door  den 
tegenstand  der  lucht  gewijzigd  wordt.  Om  echter  te  groote  uitvoerigheid  te  ver¬ 
mijden,  zullen  wij  ons  alleen  tot  de  termen  der  eerste  orde  bepalen,  hetgeen  overi¬ 
gens  voldoende  zijn  zal  om  de  wijze  van  werken  des  bedoelden  tegenstands  te  doen 
inzien. 

De  wetten  van  den  tegenstand  van  vloeistoffen  zijn  nog  tc  weinig  tot  in  de 
bijzonderheden  bekend,  om  eene  volkomene  oplossing  van  het  vraagstuk,  dat  wij  ons 
hier  voorstellen,  te  kunnen  geven ;  maar,  daar  het  uit  de  waarnemingen  met  slingers 
gebleken  is,  dat,  bij  kleine  slingerende  bewegingen,  als  de  uitgestrektheid  der  slinger- 
bogen  de  uitgebreidheid  van  het  slingerende  ligchaam  in  het  vlak  van  slingering, 
niet  overtreft,  alsdan  de  tegenstand  evenredig  is  aan  de  eerste  magt  der  snelheden, 
zoo  willen  wij  deze  onderstelling  hier  aannemen,  omdat  de  slingeringen  bij  eene 
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balans  meestal  juist  in  dit  geval  verkeeren.  De  omstandigheid,  wanneer  hierop  eene 
uitzondering  moet  gemaakt  worden,  zullen  wij  afzonderlijk  vermelden. 

De  resultante  van  de  tegenstanden,  welke  de  verschillende  punten  van  de  opper¬ 
vlakte  van  het  juk  ondervinden,  is  blijkbaar  gelegen  in  het  vlak  van  beweging  en 
reglhoekig  aan  eenige  loodlijn  op  de  middel-nagel  of  as,  waarom  het  juk  draait. 
Wat  de  schalen  betreft,  daar  deze  eene  dubbele  beweging  hebben,  eene  slingerende 
om  de  hangpunten  en  eene  op-  en  nedergaande  met  die  hangpunten,  zoo  is  de  rig- 
ting  der  resultante  wel  gelegen  in  het  vlak  van  beweging,  maar  overigens  van  oogen- 
blik  tot  oogenblik  veranderlijk.  Wanneer  wij  echter  elk  gedeelte  van  den  tegenstand 
tegen  de  schalen  in  drie  rigtingen  ontbinden,  de  eerste  regthoekig  aan  het  vlak,  dat 
door  het  zwaartepunt  der  belaste  schaal  en  het  eindmes,  of  de  as  waarom  de  schaal 
slingert,  gaat;  de  tweede  evenwijdig  aan  dit  vlak,  de  gezegde  as  regthoekig  kruisende, 
en  de  derde  regthoekig  aan  de  beide  eerste  rigtingen,  of,  dat  hetzelfde  is,  regthoekig 
aan  het  vlak  van  beweging;  dan  is  het  duidelijk,  dat  de  resultante  der  eerste  ont- 
bondene  het  slingeren  der  schaal  om  het  eindmes  regtstreeks  zal  tegenstreven;  dat 
de  resultante  der  tweede  ontbondene  eene  drukking  op  het  eindmes  zal  vóórtbrengen, 
gerigt  volgens  de  lijn,  die  het  zwaartepunt  en  het  hangpunt  vereenigt,  en  dat  de 
derde  ontbondene  elkander  zullen  vernietigen,  dat  is  eene  resultante  =  o  zullen  geven; 
of  wel,  indien  de  schaal  ook  eene  beweging  regthoekig  aan  het  vlak,  waarin  het  juk 
slingert,  mogt  hebben,  dat  de  derde  resultante  deze  beweging  zal  tegenstreven,  enten 
laatste  doen  ophouden  *).  Hierbij  wordt  ondersteld,  dat  de  belaste  schaal  voor  en  achter 
eene  symmetrische  oppervlakte  heeft ;  iets  dat  wel  mag  aangenomen  worden,  vooreerst 
omdat  het  meestal  nagenoeg  plaats  heeft,  en  anderdeels  omdat  eenige  afwijking  van 
de  symmetrische  gedaante  weinig  of  geenen  invloed  op  de  weging  kan  hebben.  Strikt 
genomen  zoude  anders,  hij  eene  niet  symmetrische  voor-  en  achter-oppervlakte,  door 
den  tegenstand  der  lucht,  uit  eene  slingering  in  het  vlak  van  het  juk,  ook  eene 
slingering  ontstaan  moeten  in  eene  aan  dit  vlak  regthoekige  rigting.  Wij  onderstellen 
ook  nog,  dat  de  oppervlakte  der  belaste  schaal  in  eene  regtsche  en  linksche  rigting 
symmetrisch  is,  zoo  dat  de  slingeringen  in  het  vlak  van  het  juk  aan  beide  zijden 
beurtelings  eene  gelijke  belemmering  ondervinden.  De  resultanten  der  krachten,  die 
op  de  eindmessen  eene  drukking  te  weeg  brengen  alsnu  volgens  de  lijnen  AF  en 
BH  gerigt  zijnde,  maken  met  de  lijnen  AC  en  BC  afwisselend  scherpe  en  stompe 
hoeken,  welke  echter  steeds  zeer  weinig  van  90°  zullen  verschillen,  omdat  de  hoeken 

*)  beweging  der  schalen  in  deze  rigting  ontmoet  nog  bovendien,  door  de  wijze  van  constructie  der 
balansen,  een’  aanmerkelijken  tegenstand. 
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<f>  9',  tp"  en  vooral  «  steeds  klein  blijven.  Wij  zullen  dus  aannemen,  dat  deze  hoe¬ 
ken,  der  lijnen  AC  en  AF,  BC  en  BH,  standvastig:  retjt  blijven.  Aldus  bekomen  wij 
nog  eene  kracht,  die  reglstreeks  tegengesteld  blijft  aan  de  beweging  van  het  juk,  en 
zich  alzoo  vereenigt  met  den  tegenstand,  welken  het  juk  zelf  ondervindt.  Eindelijk, 
de  eerstgenoemde  resultante,  regthoekig  aan  de  lijn  AF  of  BH  zijnde,  werkt  de  slin¬ 
geringen  der  schaal  tegen. 

Zij  nu  K  het  moment  der  kracht  van  tegenstand,  welke,  bij  eene  hoeksnel- 
lieid  ==  1,  het  juk  ondervindt,  dan  hangt  deze  momentkracht  van  drie  onderschei¬ 
dene  deelen  af:  van  de  gedaante  en  de  uitgebreidheid  van  de  oppervlakte  van  het  juk, 
en  van  de  gedaante  en  de  uitgebreidheid  van  elk  der  belaste  schalen.  Laat  evenzoo 
K'  en  K"  de  momentkrachten  van  tegenstand  zijn,  welke  ieder  der  schalen  bij  de  slin¬ 
geringen  in  het  vlak  van  het  juk  ondervindt,  insgelijks  bij  de  hoeksnelheid  =  1, 
dan  zijn  : 


jhp  è?'  è£' 

K  ït  ’  W  K 


de  momenten  van  de  tegenstand-biedende  krachten,  Avelke  bij  de  bewegingen  op  het 
juk  en  de  schalen  werken.  —  Wij  hebben  alzoo  deze  drie  uitdrukkingen,  vermenig¬ 
vuldigd  met  ö  t ,  nog  te  voegen  bij  de  vergelijkingen  (a'),  ( b ')  en  ( c '),  de  beide  laatsten 
na  eerst  met  Q  en  Q'  vermenigvuldigd  te  zijn.  Stelt  men  vervolgens: 


dan  gaan  de  vergelijkingen  (8),  met  weglating  van  de  termen  der  tweede  orde,  over  in: 


Welke  vergelijkingen  nu  gezamentlijk  moeten  geïntegreerd  worden.  Hiertoe  stellen  wij : 


xp  =  V.eml,  9'  =  P,.e**,  9"  =  Pa .  eml ; 


en  dan  zal  aan  de  drie  vergelijkingen  voldaan  worden,  zoo  men  tusschen  de  groot¬ 
heden  P,  Pj,  P2  en  m  de  volgende  betrekkingen  heeft: 
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(m2 

4* 

2  n  m 

4- 

Ag)  P 

+ 

B  m2  P,  - 

-  Cm2  P2  = 

0 

(ni2 

4- 

2  n  m 

4- 

A'fZ)  P, 

4- 

B'  m 2  P 

= 

0 

( in 2 

4- 

2  n"  fit 

4- 

A"öf)  P2 

— 

B"  in2  P 

= 

0 

Hieruit  volgt: 

Pj  =  —  B' 


m2  P 


-j-  2  n'  m  4-  A '  g 


P2  =  4-  B' 


m2  P 


m 2  +  2  n"  m  +  A1' g 


Welke  waarden,  in  de  eerste  der  vergelijkingen  (34)  overgebragt,  P  onbepaald  lalen, 
en  voorts  de  zesde-magts  vergelijking  geven  : 

( m 2  -j-  2  mn‘  +  A g)  ( m 2  4-  2  mn'  4-  A'^)  (m2  4-  2mn"  +  A " g) 
c  J  (35) 

=  |BB'  (i m 2  4-  2  mn"  4-  A"  g)  C  B"  ( m 2  +  2  mn'  4-  A'<7)j  m" 

Deze  vergelijking  komt  nu  in  de  plaats  van  de  vergelijking  (20) ;  zij  stemt  met  (20) 
overeen,  wanneer  men  de  getallen  n  —  o  stelt.  De  zes  wortels  van  (35)  of  de  zes 
verschillende  waarden  van  ?n  geven  zes  verschillende  wijzen,  Avaarop  aan  de  verge¬ 
lijkingen  (34)  voldaan  kan  worden.  Hieruit  volgt,  dat  de  volledige  integraal  der  ver¬ 
gelijkingen  (34)  gevonden  wordt,  door  voor  elk  der  hoeken  i p,  q>'  en  de  som  te 
nemen  van  zes  uitdrukkingen  van  den  vorm  P emt,  waarbij  zes  der  grootheden  P, 
elk  tot  eene  verschillende  van  m  behoorende,  onbepaald  blijven  en  dus  de  toegevoegde 
standvastige  grootheden  zijn. 

Ten  einde  de  natuur  der  gevonden  integraal  nader  te  onderzoeken,  zoo  merken 
wij  vooreerst  op,  dat  de  zesde-magls  vergelijking  (35)  noodwendig  in  drie  tweede- 
magts  factoren  ontbindbaar  is,  van  den  vorm 

(»  +  ^)2  +  P\ 

waarbij,  in  bet  algemeen  gesproken,  p 2  ook  negatief  zoude  kunnen  zijn;  maar  ten 
andere,  dat  de  drie  verschillende  waarden  van  n  en  p 2  slechts  weinig  kunnen  ver¬ 
schillen  van  n,  n',  n"  en  Ag  — n2,  A 'g  —  n'2,  A"g  —  n"2,  omdat  zij  deze  waarden 
bekomen  wanneer  BB'  en  CB"  =  o  worden,  dat  is,  wanneer  de  doorslag  0  en  de 
hoek  «  beide  nul  worden.  Wij  hebben  dus  in  het  algemeen 

m  =  —  u  ±  p  V  —  1  5 

en  voor  t*  en  p  tot  grenswaarden,  waarvan  zij,  bij  goed  ingerigte  balansen  en  doel¬ 
treffende  wegingen,  zich  weinig  verwijderen  : 

n,  n',  n"  en  \/  Ag  —  n2  ,  V  A '  g  —  n'2  ,  VA "  g  —  n "2  . 
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Zij  nu,  ter  bekorting1: 

»i5  -f  2  in  n  ■+■  A  g  =  (A  g  —  p2-\-  u2 —  2  n  u  )  ±  2  (n  —  (u).p  \/ — 1  =  z  ±  y  V  —  1 

tn2  «*  2  m  n'  -f-  A'  g  =  (A'  g  —  p2-f  p2  —  2  n'  p)  =fc  2  ( n '  —  p ).p  \/ — 1  =  z'  d=  y'  \/  — 1 

)/iJ+  2  «i  A''j  =  (A  "g — p2-\- [x2 — 2  n"  p)  ±  2  (n" — p).p  V — 1  =  z"±y”\/—  1 

dan  wordt,  zoo  R  tot  den  tweeden  wortel  behoort,  even  als  P  tot  den  eersten,  wat 

deze  beide  wortels  betreft: 

—  pt  +  pt[/— 1  —  pi  — pi  \/~\ 

y  =  P  e  +  R  e  , 

—  [Lt+pt\/— f  —[Lt  —  ptV—i 

<p'  =  p,  O  4-  Rj  e  , 


—pt+pt\/—i  -pt-ptV— i 

cp"  =  P2  e  4-  R2  e 


voorts : 


P,  =  —  B'  (=^±lX=^  P 
a’  +  y'V—l 


+  b"  tza+iXz L1);  p, 

*"  +  y"  i/— i 


R,  =  -  B’  (-p-p'/=n*  p  r,  =  +  b”  p. 

Z'-I/I/- 1  Z"-y"\/-  1 

Wij  hebben  alzoo: 

— +,,*i/:=ï  —  z  'i 

xfj  =  e  (Pe  -J-Re  ) 

+pt\/~ T  — 1  — 

e  4-  e  - e  —  e  ( 

(P + R) - 2 - +  <p-R)  •/-1 - T7=r - 1 

=  e  ^((P  +  R)  Cos.  pl  +  (P— R)  V— T  Sin.  p/). 

Stellende  nu,  daar  P  en  R  onbepaald  zijn  gebleven, 

P  +  R  =  F  Sin.  a  ,  (P  —  R)  V  —  1  =  F  Cos.  a, 

-  f*  * 

komt  xp  =  e  .F  Sin.  (pi  +  o); 

F  en  a  zijn  dan,  in  plaats  van  P  en  R,  de  toegevoegde  standvastige  grootheden. 

6 
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Voor  den  hoek  y'  hebben  wij  nu  : 

p  {Ca*1— P1)*'— (P  ±  R)  —  {(f*1— 3’}  (P  =pRi/~lJ 

1  1  /r'2  ,,'2 


V 


en  dus, 


P,  +Rj  =  F'  Sin.  a'  ,  (Px — RJv/ — 1  =  F'  Cos.  a'  stellende, 


en  weder  F  en  a  invoerende: 

V  s.«  n'  =  p'  {(^2“^2)z'+  2Ptxy'}  Sin'  a  —  {(p2—  ^)y'—  2/^3')}  Cos.a  v  v 

V  r.n c  a'  —  P'  |^2— .“2)2'+  Zppy'}  Cos.a  +  {(p2  —  p2)y'—  2ppz'\  Sin.  a  ^  ^ 

os.  a  -  3'2-y'2  X  ’ 

Hieruit  volgt,  de  laatste  uitdrukkingen  in  elkander  deelende  : 

(p2—  ^)y'-~  2pi*z' 

Tang.  a  —  -7-5 - rr  ,  ,  0 - - 

\P  — ft2)j?+2  pfiy 

Tang.  a'  =  - — - — - - - ; . . ^36; 

1  +  .  Tam,,  a 

( P 2 — fC)z'  4-  2  p  py' 

verder : 

(p2 —  p2)  y’  —  2  p  uz' 

Tang.  («  —  «')  =  -7^ - ,  . 37) 

^  '  ( p 2 — (u2)0'+  2pfiy'  ' 

en  eindelijk : 

(»2  -{-  u2)  (z'2  +  v'2) 

(F')1  =  (Br  .  •  (F)2  . (38) 


en  dan  is,  wat  de  twee  eerste  wortels  betreft, 

—  in 

cf>'  —  e  .  F'.  Sin.  ( p  t  +  a'). 

Op  dezelfde  wijze  wordt  de  uitdrukking  voor  cf>"  gevonden,  door  namelijk  B'  in 
—  B",  en  y'  en  z'  in  y"  en  z"  te  veranderen. 

Wij  bekomen  alzoo  voor  de  volledige  integralen  der  formulen  (33): 


y> 

=  e 

F  Sin.  {p  t-\-a) 

—  f l'* 
+  e 

a 

Sin.  ( q  t-\-b ) 

—  p"t 

+  <? 

H  Sin.  ( r  t+c) 

—  Pt 

-y-'t 

—  ft"  t 

>.(39) 

9>' 

=  e 

F'  Sin.  [p  t+a') 

+  e 

Gr' 

Sin.  ( q  t-jrb') 

+  e 

H 'Sin.  ( r  t-\-c')t 

-y-t 

— 

—  P"t 

<p" 

—  e 

F  "Sin.  ( p  t-\-a") 

+  e 

G" 

Sin.  [q  t+b ") 

+  e 

H"  Sin.[r 

Deze  formulen  komen  nu  in  de  plaats  der  formulen  (23),  waarmede  zij  blijkbaar  ge* 
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lieel  overeenstemmen,  wanneer  men  den  tegenstand  der  lucht  =  o  onderstelt;  want 
dan  worden  v,  n',  ti"  =  o ,  bij  gevolg  ,«  =  o,  y  =  o,  y'  =  o,  y"  =  o,  en 
Tang.  (<ï  —  n)  =  o ,  en  de  grootheden  p,  q,  rt  nevens  de  betrekkingen  F: F',  G:G' 
enz.  herkrijgen  de  vroegere  waarden. 

Men  ziet  uit  (39),  dat  door  den  tegenstand  der  lucht  de  uitgebreidheden  der 
verschillende  slingerbogen  in  meetkundige  reeksen  afnemen,  en  dat  de  getallen  a, 
zoowel  als  de  getallen  b  en  c,  die  zonder  tegenstand  gelijk  zijn,  nu  standvastige 
verschillen  bekomen.  Hieruit  volgt,  dat  de  gedeeltelijke  slingeringen  nu  niet  meer 
gelijktijdig  beginnen  en  eindigen  met  de  slingering,  waarvan  zij  gezegd  kunnen  wor¬ 
den  af  te  hangen.  De  gedeeltelijke  slingering  b.  v.  der  schaal,  uitgedrukt  door 
¥' Sin.  (pt  -}-  n1),  begint  en  eindigt  nu  niet  meer  met  de  hoofdslingering  F  Sin.  (pt  -j-  o), 
omdat  de  Sinussen  der  bogen  pt  -j-  a’  en  pt  -f-  a  niet  gelijktijdig  =  o  worden. 
Evenzoo  is  het  met  de  gedeeltelijke  slingering  van  het  juk,  b.v.  G  Sin.(ql  -F  Z>),  die 
men  kan  zeggen  af  te  hangen  van  de  slingering  der  schaal  G'  Sin.  (q  t  -F  b' ). 

Daar  voorts  p 2,  q 2  en  r 2  tot  grenswaarden  niet  meer  Ag,  A 'g  en  A "g,  maar 
Ag  —  n 2,  A 'g  —  »'2,  A "g  —  n"2  hebben,  en  dus  ten  gevolge  van  den  tegenstand 
der  lucht  kleiner  zijn,  zoo  blijkt,  dat  de  bewegingen  zoo  van  het  juk  als  van  de 
schalen  trager  zijn  moeten,  hoe  weinig  ook,  dan  zonder  tegenstand. 

Zeer  opmerkenswaardig  is  het  geval,  wanneer  het  eerste  paar  wortels  der  verge¬ 
lijking  (35)  bestaanbaar  wordt;  dat  dit  mogelijk  is,  blijkt  wanneer  men  BB' en  CB" 
of  /?  en  u  —  o  onderstelt,  en  aanneemt  dat  Ag  <  n 2  is,  want  dan  komt: 

m-  2  mn  +  Ag  =  o,  en  m  =  —  n  =b  ^  n 2  —  Ag. 

Wij  kunnen  dus  ook  hebben :  m  —  —  p  ±  p 

en  dan  wordt : 

—  g-t  pt  —pt  —p't  —(i"t 

q,  =  e  (P  e  -F  R  e  )-F<?  G  Sin.  {q  Hb)  -F  e  H  Sin.  (r  t+c)  j 

—  ut  pt  —pt  —p.'t  —\j."t  [ 

<p'  =  e  (P,e  +R,  e  )+e  G  ’  Sin.  [ql+b')+ e  U' Sin.(rt+c')  f  ' 

—  pt  pt  — pt  —p't  — p"  t 

(f,"=  e  (P2  e  +  R2  e  )  +  e  G"Sin.[qt-]-b")-\-  e  H"Sin.(r  t-\~  c") j 

Nu  heeft  de  hoofdslingering  van  het  juk  opgehouden,  alleen  de  gedeeltelijke  slinge¬ 
ringen  zijn  overgebleven.  Het  juk  beweegt  zich  dus  langzaam,  met  afnemende  snel¬ 
heid,  of  liever  toenemende  traagheid,  naar  den  evenwigts -stand,  doch  bereikt  dezen 
eerst  na  eenen  oneindig  langen  tijd;  terwijl  inmiddels  de  slingeringen  der  schalen 
zich  gedeeltelijk  blijven  mededeelen  aan  de  beweging  van  het  juk.  Wat  de  schalen 
betreft,  daar  P,  en  R,  zoowel  als  P2  en  R2  zeer  klein  zijn  in  betrekking  tot  P  en 

6* 
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R,  en  daarentegen  G',  H',  G"  en  H"  steeds  van  de  eerste  orde  van  grootte  blijven,  zoo 
volgt,  dat  voor  de  schalen  de  slingerende  beweging  als  gewoonlijk  zal  blijven  aanhouden. 

Het  is  duidelijk,  dat  eene  weging  in  deze  omstandigheden  niet  doeltreffend  zijn 
moet,  omdat  nu,  ten  gevolge  der  wrijving,  welke  den  tegenstand  tegen  de  beweging 
vergroot,  het  juk  in  eenen  stand  kan  blijven  staan,  verschillende  van  dien  van  het 
evenwigt,  en  aldus  eenen  valschen  doorslag  aanwijzen.  Hieruit  volgt,  dat  er  eene 
zekere  grens  bestaat  voor  de  gevoeligheid  eener  balans,  welke  niet  overschreden 
mag  worden.  Bij  wegingen  in  eene  vloeistof,  tot  bepaling  van  het  soorlelijk  gewigt 
van  een  ligchaam,  is  dit  nog  te  eerder  het  geval. 

Naar  aanleiding  der  vergelijkingen  (39)  is  het  ligt  in  te  zien.  dat  de  termen 
der  tweede  orde  met  de  tweede  magten  of  producten,  twee  aan  twee,  der  factoren 

—  [i  t  —  pt'  t  —  pi 

o  ,  e  ,  e  moeten  vermenigvuldigd  zijn.  Hieruit  volgt,  dat  het  stelsel 

der  balans,  bij  volkomen  stilstand  der  omringende  lucht,  na  eenigen  tijd  van  bewe¬ 
ging  in  rust  moet  komen,  hetgeen  dan  gebeurt  wanneer  de  wrijving  op  de  messen 
toereikt,  om  de  weinige  nog  overgeblevene  beweging  te  doen  ophouden.  Ten  andere 
volgt  ook  nog,  dat  de  onderscheidene  slingeringen  niet  gelijktijdig  onmerkbaar  klein 
worden,  maar  de  eene  na  de  andere  als  het  ware  van  de  uitdrukking  verdwijnen,  en 
wel  die  slingeringen  het  eerst,  waartoe,  bij  gelijke  aanvankelijke  uitgebreidheid,  de 
grootste  exponent  van  v  behoort.  Zoo  dan  de  getallen  /<',  (u"  betrekkelijk  grooler,  u 
daarentegen  kleiner  konde  zijn,  dan  zoude  de  tegenstand  der  lucht  mede  werken  om 
aan  de  bewegingen  der  balans  meerdere  regelmatigheid  te  geven.  Dit  is  echter  in 
het  algemeen  het  geval  niet,  omdat  ,u  veeleer  grooler  dan  kleiner  in  vergelijking  tot 
,u'  en  p"  zijn  zal.  De  waarde  van  u  wordt  genoegzaam  alleen  bepaald  door  de 
waarde  van»,  die  van  p'  door  n‘  en  die  van/*  "door»";  volgens  (32)  worden  deze  getallen 
alle  kleiner,  wanneer  Q  en  Q'  toenemen —  het  overige  hetzelfde  blijvende — dat  is,  bij 
meerdere  belasting.  Evenwel  heeft  die  afneming  niet  juist  in  dezelfde  rede  als  de  toeneming 
der  belastingen  plaats,  omdat,  wat  n  betreft,  G  standvastig  blijft,  en  omdat,  wat 
n,  n‘  en  n"  betreft,  bij  veranderende  belasting,  ook  de  gedaante  en  de  oppervlakte 
der  beladen  schalen,  en  dus  K,  K'  en  K"  veranderen.  Bij  meerdere  belasting  der 
schalen  heeft  dus,  in  het  algemeen,  de  tegenstand  der  lucht  minder  invloed  op  de 
bewegingen  der  balans  dan  bij  mindere  belasting.  —  Laten  wij  de  belastingen  Q  en 
0'  dezelfde,  maar  onderstellen  wij,  dat  het  juk  door  meerdere  breedte  zwaarder  wordt, 
dan  zal  K  ook  wel  toenemen,  omdat  de  oppervlakte  van  het  juk  vergroot,  maar  niet 
in  dezelfde  mate  als  f  of  G  ;  n  zal  dus  verminderen,  en  bij  gevolg  de  beweging  van 
het  juk  regelmatiger  worden.  Wij  komen  dus  hier  tot  hetzelfde  besluit  als  vroe- 
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ger,  dat  namelijk  zwaardere  jukken  beter  zijn  dan  ligtere  Het  eenige,  wat  hier  tegen¬ 
staat,  is  de  vermeerdering  der  wrijving  van  het  middelmes;  maar  deze  wordt  beter 
verminderd  door  eene  goede  zuivere  bewerking  van  dat  mes  en  van  de  pan,  waarop 
het  rust,  dan  door  eene  betrekkelijk  kleine  vermindering  van  drukking. 

K,  en  bij  gevolg  n,  hangt  echter  voor  een  groot  deel  af  van  den  tegenstand,  dien 
de  schalen  bij  het  op-  en  nedergaan  ondervinden;  en  hieruit  blijkt  al  dadelijk  weder 
een  voordeel,  dat  er  in  gelegen  is,  om  de  uitgebreidheid  der  schalen,  zoo  veel  slechts 
geschiktelijk  geschieden  kan,  te  verminderen. 

Wij  hebben  tot  heden  ondersteld,  dat  de  tegenstand  der  lucht,  evenredig  zoude 
zijn  aan  de  eerste  magt  der  snelheid,  gelijk  dit  uit  de  proeven  met  slingers,  wanneer 
de  uitgestrektheid  der  slingerbogen  de  uitgebreidheid  van  het  ligchaam  in  het  vlak 
van  slingering  niet  te  boven  gaat,  gebleken  is.  Deze  onderstelling  kan  echter  voor 
de  schalen  niet  meer  met  de  waarheid  overeenkomen,  omdat  de  slingerbogen  van 
het  juk  toch  meermalen  de  dikte  der  schalen  overtreffen.  Evenwel  ziet  men,  dat  onze 
onderstelling  beter  doorgaat  voor  beladen  schalen,  waarbij  de  boven  oppervlakte  der 
belasting  den  tegenstand  ondervindt,  dan  voor  ledige  of  bijna  ledige  schalen.  In  eene 
andere  Verhandeling,  welke  wij  de  eer  gehad  hebben  der  Eerste  Klasse  van  het  K.  N. 
Instituut  aan  te  bieden,  —  Over  den  tegenstand  der  lucht  tegen  eene  slingerende  bewe¬ 
ging ,  volgens  de  waarnemingen  van  bessel,  —  is  aangetoond,  dat  de  uitgebreidheden  der 
slingeringen,  wanneer  zij  niet  meer  zeer  klein  zijn,  zich  in  het  algemeen  voldoende 
laten  voorstellen,  wanneer  men  aanneemt,  dat  de  tegenstand  evenredig  is  aan  de  som 
van  twee  termen ,  die  met  de  eerste  en  tweede  magten  der  snelheden  toenemen. 
Zoo  wij  dit  toepassen  op  de  balans,  dan  volgt,  dat  de  tegenstand,  welken  de  bewe¬ 
ging  van  het  juk  ondervindt,  uitgedrukt  kan  worden  door 


zoude 


zoo  dat  bij  den  eersten  regel  der  vergelijkingen 


moeten  gevoegd  worden  *).  De  algemeene  integratie  dezer  formulen  kan  nu  niet 


*)  Dit  onderstelt  eene  rijzende  beweging  van  den  slinger  en  een  positieven  hoek  i£,  of  eene  dalende  beweging 


teeken  verwisseld  is.  —  Deze  gedurige  afwisseling  van  bet  teeken  van  l  is  oorzaak,  dat,  schoon  anders  de 


term  steeds  toeneemt  en  tot  de  eerste  orde 


opklimt. 


F.  J.  STANK  ART,  OVER  Dl!  RE  WEG  INC;  EN  EEN  ER  BALANS. 


40 


meer  onder  oenen  eindigen  vorm  gevonden  worden;  maar  indien  men  de  grootheden 
B  en  C  verwaarloost  en  dus  de  balans  geheel  als  een  zamengestelden  slinger  beschouwt, 
waarbij  de  gewigten  der  schalen  in  de  hangpunten  vereenigd  zijn,  dan  blijkt  uit  de 
aangehaalde  Verhandeling,  dat  de  uitgebreidheid  der  slingerbogen  F  na  eenigen  tijd 
zeer  nabij  zal  kunnen  uitgedrukt  worden  door  de  vergelijking 

—  n  t  —  1  t  2 'p 

l  X  F, 

waarin  2  y  de  som  uitdrukt  van  alle  bogen  y,  van  het  begin  der  beweging  onaf¬ 
gebroken  doorgeleld.  —  Daar  nu  2  ip,  ofschoon  niet  in  dezelfde  mate  als  /,  echter 
steeds  toeneemt,  zoo  volgt,  dat  men,  althans  gedurende  meerdere  slingeringen,  de 
differentiaal  formulen  (33)  en  de  daaruit  voortvloeiende  integralen  (30)  zal  mogen 
aannemen  als  de  beweging  der  balans  voor  te  stellen,  mits  aan  n  eene  gemiddelde 
waarde  gevende,  grooler  dan  volgens  de  beteekenis  der  uitdrukkingen  (32).  —  Wij 
mogen  dus  aannemen,  dat  van  de  drie  grootheden  u,  u'  en  u"  de  eerste  de  grootste 
is;  waaruit  volgt,  dat  in  het  algemeen  de  hoofdslingering  van  het  juk  eerder  bijna 
geheel  zal  opgehouden  hebben,  dan  de  slingeringen  der  schalen  en  der  gedeeltelijke 
slingeringen  van  het  juk,  die  er  het  gevolg  van  zijn:  iets,  dat,  bij  eene  oplettende 
beschouwing  van  de  bewegingen  eener  balans,  door  de  ondervinding  allezins  beves¬ 
tigd  wordt. 

Uit  de  voorgaande  beschouwing  volgt  nog,  dat,  strikt  genomen,  geene  vergelij¬ 
king  van  het  gewigt  van  twee  ligchamen  door  middel  van  weging  zuiver  kan  plaats 
hebben,  tenzij  dat  beide  schalen  op  eene  (jelijke  wijze  beladen  zijn.  Zoo  toch  de 
eene  schaal  b.v.  opwaarts  gaande  meerder  tegenstand  zoude  ontmoeten  dan  de  andere 
schaal,  ook  bij  de  opwaarlsche  beweging,  dan  zoude  de  grootheid  ??,  en  bij  gevolg 
u,  bij  de  opvolgende  slingeringen  afwisselend  eene  andere  waarde  bekomen ;  waarvan 
het  gevolg  moet  zijn,  dat  de  slingerbogen  F  aan  de  eene  zijde  meerder  zouden  af¬ 
nemen  dan  aan  de  andere  zijde ,  en  dus  de  beweging  niet  meer  het  evenwigtspunt 
tot  een  gemiddeld  punt  zoude  hebben.  Het  is  ligt  in  te  zien,  dat  in  dit  geval  de  be¬ 
lasting  van  die  schaal  iets  zwaarder  zoude  schijnen,  welke  bij  bet  oprijzen  den  meesten 
tegenstand  zoude  ontmoeten.  In  waarheid  echter  schijnt  deze  oorzaak  van  fout  bijna  te 
gering  te  zijn  om  in  aanmerking  genomen  te  worden,  tenzij  dan,  dat  het  te  wegene 
te  veel  in  uitgebreidheid  van  de  gewigtsstukken  mogt  verschillen,  en  daarenboven 
eene  zeer  groole  naauwkeurigheid  gevorderd  werd.  —  Bij  Hydrostatische  wegingen 
zoude  het  echter  te  pas  kunnen  komen  hierop  te  letten,  wanneer  het  in  het  water 
hangende  ligchaam  onder  en  boven  geene  symmetrische  gedaante  bezat.  In  dit  geval 
zoude  men  het  twee  malen  kunnen  wegen,  met  omgekeerde  stellingen. 
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Indieu  men  uit  de  opteekening  van  eenige  slingeringen  van  den  aanwijzer  of 
de  naald  ter  wederzijde  van  het  rustpunt,  de  plaats  van  dit  punt  en  dus  den  door¬ 
slag  wil  opmaken  —  zoo  als  dit  steeds  de  meest  doeltreffende  handelwijze  is,  —  dan 
zal  men  daarbij  de  formulen  (39)  met  vrucht  kunnen  toepassen,  door  op  te  merken, 
dat  volgens  die  formule  de  slingeringen  van  het  juk  zeer  nabij  in  eene  meetkundige 
reeks  afnemen. 

Wanneer  b.v.  2  i  rustpunten  van  den  aanwijzer  of  de  naald  op  den  verdeelden  boog 
opgeteekend  zijn,  »  ter  linker  en  i  ter  regterzijde  van  het  evenwigtspunt ;  zoo  verder 
P,,P2enz.  de  opteekeningen  ter  eene,  en  Q,  ,  Q2  enz.  de  opteekeningen  ter  andere 
zijde  voorstellen,  en  A  de  plaats  van  het  evenwigts-punt  aanwijst,  dan  zal  men,  de 
verdeelingen  steeds  naar  éénen  kant  doortellende  (om  negatieve  opteekeningen  te  ver¬ 
mijden),  hebben: 


dus  is : 


P3 


A  = 


=  A  + 

F  .  . 

Qi 

=  A 

—  F.  r  , 

=  A  + 

F r*  . 

.  .  .  . 

=  A 

—  Fr3, 

=  A  + 

Fr4  . 

.  .  .  . 

=  A 

—  Fr5, 

=  A  + 

F  r2i  ~ 

2 

Qi 

=  A 

_  Fr2*  ~  1 

Pi  +  2 

Qi  =  • 

(r  +  1)  A 

r.  SP*  + 

sQ, 

2  Pi  +2  Qi 

i 

—  r 

2  P <  —  2  Qi 

i  (r  + 

1) 

2  i 

i 

r 

2» 

•  •  (41) 


terwijl  r  met  eene  genoegzame  naauwkeurigheid  kan  gevonden  worden  uit  twee  van 
elkander  verwijderde  slingerbogen,  b.v.  volgens  den  eersten  en  laatsten  boog,  door 
de  formule: 


p  i-Qj 

p,-Qi 


2*  —  2 


of 


log.  r  =  2  fo-ZTj  {Lo9‘  (pi““  &)  “  Lo,J •  (pi  —  Qi)  ! 


(42) 


Men  ziet,  volgens  (41),  dat  door  eenvoudig  het  gemiddelde  te  nemen  uit  een 
gelijk  getal  opteekeningen  regts  en  links  van  het  rustpunt,  er  altijd  te  veel  gerekend 
wordt  naar  dien  kant,  waar  de  eerste  opteekening  geschiedt  is.  Begint  men  alzoo 
bij  alle  wegingen  de  opteekeningen  steeds  aan  denzelfden  kant ,  zorgt  men  daarbij  dat 
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de  eerste  bogen  nagenoeg  even  groot  zijn,  en  neemt  men  steeds  een  zelfde  getal  op- 

1  —  r  £  P;  —  s  Q 

teekenmgen,  dan  zal  ook  de  kleine  correctie - •  — 

1  +  r 


2  i 


mor  elke  we¬ 


ging  bijna  dezelfde  zijn  *) ;  en  deze  zal  dan  bij  vergelijkende  wegingen,  hetzij  vol¬ 
gens  de  manier  van  Borda,  hetzij  bij  omzetting  of  verwisseling  van  schalen,  ver¬ 
waarloosd  kunnen  worden.  Van  deze  handelwijze  bedien  ik  mij  doorgaande.  Wanneer 
eene  uiterste  bereikbare  naauwkeurigheid  verlangd  wordt,  is  het  beter  de  formulen 
(41)  en  (42)  toe  te  passen. 


*)  Mits  de  wegingen  bij  dezelfde  belastingen  der  schalen  gedaan  worden ;  want  r  verandert  met  de  be¬ 
lastingen,  en  is  b.v.  zekerlijk  grooter,  bij  bet  zoogenaamde  gelijk  maken  der  balans,  met  onbelaste  schalen, 
dan  wanneer  die  schalen  belast  zijn. 


